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Vorrede. 



Das Werk von 0ahriel Gramer ^Introdudim ä Vana- 
lyse des Mgnes cou/ries algehrigues*^, im Jahre 1750 in Genf er- 
schienen, zeigt, wie man auf Grund des „analytischen Drei- 
ecks' für eine algebraische Kurve, deren Gleichung gegeben ist, 
im Ursprung und im Unendlichen Näherungs-Kurvenbögen und 
-zweige in überraschend einfacher Weise erhalten kann, welche 
zur FostateUung des Yerlaufs der Kurve beitragen. Dabei kom- 
men vorzugsweise Kurven mit unvollständigen Gleichungen in 
Betracht, welche daher nicht auf ein beliebig gelegenes, sondern 
auf ein der Knrve möglichst angepasstea Koordinatensystem be- 
zogen sind, und um solche hauptsächlich handelt es sich ja in 
der Praxis. 

Das analytische Dreieck ist eine Schöpfung Newtons, die 
er als „analytisches Parallelogramm' insbesondere zur Un- 
tersuchung der unendlichen Eeihen verwendet hat; dasselbe ist 
daher auch unter diesem Namen oder unter dem Namen Newton^- 
sches Parallelogramm bekamit. 

Die Verwertnng des analytischen Dreieck zur Diskussion 
algebraischer Kurven, von welchen diese Schrift ausschliesslich 
handelt, beruht auf dem Princip des Unendlichgrossen und 
Unendlichkleinen verschiedener Ordnung, das unter dem 
Namen ra-Princip an die Spitze der folgenden Entwicklungen 
gestellt ist. 

So fruchtbar nun dieses Princip ist, um für eine Kurve 
wichtige Anhaltspunkte zu gewinnen, so genügt es doch nicht, 
um in jedem einzelnen Fall — zunächst näherungsweiso — den 
ganzen Verlauf der Kurve rasch und sicher festzusteEen. Dies 
wird aber vollständig erreicht durch Hinzunahme zweier weiterer 
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JV Vorrede. 

Priiicipien, nämlich des Princips der verschiedenen Formen 
und des Princips der linearen Kombination (kurz: des 
;i-Princips). 

Gemäss dem ersten Princip wird die Gleichung der zu ua- 
tersuchendeu Kurve auf Grund ihres analytischen Polygons ver- 
schiedentlich mf{a!,y) + ^g{^,n) = umgeformt. In einer aolchen 
i-Eorm sind die Kurven /■— und jr ■= einesteils Nähcr- 
ungshilfskurven, andernteüs i-Hilfskurven, zu denen auch 
die Koordinatenasen gehören. Während die Näherungshilfskurven 
in Gestalt von rasch und einfach eingezeichneten hinomischen 
Parabeln und Hyperbeln die schon erwähnten Kurvenhögen und 
-zweige im Nullpunkt und im Unendlichen nach dem ci-Princip 
liefern, geben die A-HilfskuiTen sowie die Näherimgshilfskurven 
einzelne Punkte der gesuchten Kurve nach dem ^-Princip. 

Werden nun die Hüfskurven, seien es binomische oder an- 
dere einfach zu zeichnende, in ein Koordinatensystem eingetragen, 
femer die nach dem i-Princip graphisch bczw. durch Eechnung 
sich ergebenden Punkte der Kurve marMrt, und beachtet man 
vollends, dass die Hilfskurven nirgends als in den auf ihnen 
markirten Punkten überschritten werden dürfen, so kann man 
mit Leichtigkeit entscheiden, m welchen zwischen den Hüfskurven 
liegenden Zwickeln die Kurve verlaufen muss: man gewinnt 
rasch und sicher ihren vollständigen rohen Verlauf, wie 
dies eine grössere Anzahl von zum Teil ausführlich, zum Teil 
andeutungsweise behandelter Beispiele im folgenden zeigen wird. 
Neben dem Neuen was die Schrift im Ganzen und in vielen 
Einzelheiten — so auch in einer grösseren Anzahl von Benenn- 
ungen und Bezeichnungen — der Wissenschaft bringen will, 
betont sie wesentlich das pädagogische Element. Mein Haupt- 
zweck war, jedem mit den ersten Elementen der analytischen 
Geometrie Vertrauten eine Methode an die Hand zu geben, mittels 
deren er im Stande ist, fQr eine vorliegende Eurvengleiehung, 
sofern sie nicht gar zu komplicirt ist, ohne viele Mühe rasch das 
Bild der Kurve zu entwerfen. 

Im viei-ten Paragraphen habe ich mit den sonstigen Hilfs- 
mitteln zur Kurvendiskussion die Einführung der binomischen 
Kurven verwoben, weleiie hiefür von derselben fimdamentaleii. 



Bedeutung sind, wie die binomischen Gleichungen für die 
Grieiehungeutheorie. 

Der letzte Paragraph erörtert das meines Wissens noch 
nicht systematisch behandelte Problem der umgekehrten Kur- 
vendiakussion, A. h. die Aufgabe, die Gleichung einer Kurve 
zu bestimmen, welche gewisse Bedii^ngen erfüllt, oder deren 
Bild gezeichnet vorliegt, eine Aufgabe, welche insbesondere auch 
für den Techniker von Wichtigkeit ist. An einer Reihe von Bei- 
spielen wird die auf denselben Principien beruhende Methode aus- 



Im letzten Abschnitt des beigegebenen Anhangs wird das 
Princip der linearen Kombination entwickelt, während der 
vorhergehende Abschnitt das Princip der Homogenität erörtert. 
Durch letzteres wird die Änwendungafähigkeit des ^-Princips er- 
heblich gesteigert, was insbesondere aus dem Abzählungs- 
theorem des A-Princips und ans den diesbezüglichen Beispielen 
im Hanptteil erhellt. 

Der zweite später erscheinende Teil dieser Schrift wird eine 
neue Anwendung derselben Principien auf die Kurvendiskussioa 
in Linienkoordinaten nebst einer EinfQhmng in diese Koor- 
dinaten enthalten. In einem dritten Teil beabsichtige ich, das 
meines Wissens noch nirgends untersuchte „analytische Te- 
traeder' als die Ausdehnung des analytischen Dreiecks auf den 
Kaum zu behandeln, wobei sich unter anderen- zeigen wird, dass 
für die Theorie der Krümmung aus dem „analytischen Polyeder" 
der Gleichung einer algebraischen Fläche die Krümmungspara- 
boloide sehr einfach sieh gewinnen lassen. 
Stuttgart, im Oktober 1886. 
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§ 1. Das Prineip des Unendlieligrossen und Uncndlitli- 
kleinen versehiedeaer Ordnung, angewandt auf alge- 
braische Kurven. 

Bedeutet s eine ocgrosse, e eine endliche und e ei 
■xkleine Grösse, so möge das durch die Gleich 



speciell : 



ausgesprochene Princip in Ermanglung eines passenden kurzen 
Namens als ^,eiE-Prineif oder kürzer als m-Frinei-p be- 
zeichnet sein. In Worten lautet dasselbe: 

„ „, IGrossem höherer „ , . , 

Gegenüber von ooiTTi ■ ■ i Ordnung lat 

° [Kleinem niederer 

IGroBses niederer „ , , v ■ ^ ^ ,, ■ 

■:«!„, . ,„, Ordnung als verschwindend klein 

(Kleines höherer ^ 

zu betrachten; ebenso Endliches gegenüber von 

ccGrossem und ooKleines gegenüber von Endlichem. 

Die obigen Gleichungen gelten auch noch näherungsweise, 

wenn ts sehr gross und e sehr klein ist; man ist um so mehr 

berechtigt, die beiden ersten Gleichungen anzuwenden, je grösser 

0», bezw. Je kleiner e ist, ferner die beiden letzten Gleichungen, 

je grösser ra verglichen mit e, und je kleiner e verglichen mit e ist. 

Man kann daher sagen: Die Gleichungen sind asymp- 

ho5-.eabyVjOOQlL 



totischer Natur'-), dieselben lassen sich alsdann passend mit 
dem von ö. Neumann erdachten Zeichen ä, das , nahezu gleich" 
I soll, schreiben, also z. B. 



wenn & verglichen mit sehr gross ist. 
Gieht man in der Gleichung 

/(a7,3/) = 
einer algebraischen Kurve einer der Veränderlichen eiaen ookleinen 
oder 00 grossen, kurz einen nicht-endlichen Wert, so werden 
gewisse Glieder 00 viel mal grösser als gewisse andere; durch Ver- 
nachl^sigung der letzteren erhält man eine meist nur aus 2, 
auch aus 3 oder mehr Gliedern bestehende Gleichung, ,die 
reducirte Kurvengleichung" ^), Näherungsgleichung 
nach Baiteer, welche in Folge ihrer Einfachheit den Gang der 
Kurve für ookleine und aogrosse Werte der Veränderlichen d. h. 
den nähenings weisen Verlauf derselben in der Gegend des Null- 
punkts hezw. im Unendlichen leicht erkennen läast, wie schon 
das erste folgende Beispiel zeigen wird. 

"Wird in der Gleichung einer Kurve z. B. für x ein ao grosser 
Wert gesetzt, so kann ein zugehöriger Wert von y ebenfalls 
00 gross oder endlieh oder ooklein sein und zwar im ersten 
und letzten Fall co gross bezw. ackleio von irgend einer Ordnung; 
man kann also, so lange das Bild der Kurve noch unbekannt — 
und es handelt sich ja eben darum, dieses erst zu finden — , 
nicht ohne woiteres sagen, von welcher Ordnung irgend ein Glied 

Const. x' y' 
der Gleichung ist, ebenso nicht, welche Glieder in einem solchen 
Fall vernachlässigt werden dürfen ; hiezu diene die folgende Auf- 
gabe^), welche zugleich das erste Beispiel einer Kurvendiskussion 

1) Diese Ausdrncks weise wird sich durch die ganze folgenile Tliiter- 
Sücliurg rechtfertigen. 

ä) Im Falle eine solche reduärte Kurve ngleiohung aus 3 oder mebr 
Gliedern besteht, laast sie sich stets in ein Produkt von 'iweigliedrigen (bi- 
nomiecheTi) Gieichnngen zerlegen, wie später in § 6 geneigt wird. 

äj Vergl. Cramei; Introduotion etc. S. 153 and 166. -> . 



Das si-Prineip. — Anwendang auf eine algebraiscte Kurve, 3 

bilden möge. Die hier zunächst gegebene Methode ist nur als 
eine vorlaufige und vorbereitende zu betrachten. Die dabei ge- 
wonnenen Resultate werden in § 2 durch Verwendung des , ana- 
lytischen Dreiecks" (triangle anaiytique) von Gramer 
in wesentlich einfacherer Weise erbalten. Indem sodann in § 3 
zum ro-Princip, auf dem das „analytische Dreieck" beruht, 
dasPrincip der verschiedenen Formen und das Prineip 
der linearen Kombination hinzugenommen wird, erhält man 
zur Bestimmung des Verlaufs einer algebraischen Kurve eine Me- 
thode, welche an Einfachheit und Übersichtlichkeit kaum etwas 
zu wünschen übrig lassen dürfte und weiche bei einher Übung 
in ungemein rascher und sicherer Weise zum Ziele führt. 

Beispiel 1. Für die eine gewisse Kurve darstellende 
Gleichung^) 

^ V "i" y^ — iB = 
soll durch Versuche festgestellt werden, ob ein Glied 
und welches gegen diebeiden andern vernachlässigt 
werden darf, wenn für die eine oder die andere Ver- 
änderliche oogrosse bezw. ockleine Werte gesetzt 
werden. 

1) Würde das Glied a?y gegen die beiden andern vernach- 
lässigt, so erhielte man die reducirte Kurvengleichung 

y^ — ic = oder a; = j/^ . 

Setzt man nun y = a bezw. =8, so ist für diese reducirte 
Gleichung x von der Ordnung m' bezw. s^, also für die gegebene 
Gleichung 

1) Die Gleiclinng einer algebraischen Kurve muss dimensioiial 
sein d. li. jedes Glied derselben muss, m Beziehung auf die Verän- 
derlichen und Konatanten zugleich, von derselben Dimension sein. 
Die dimensionale Perm der obigen Gleichung ist a?y + ay"^ — }flx = 0, 
speciell wenn 6 == a ist x^y + ay^ — a^x =. 0. Enthält eine Kurven- 
gleic-hung, wie die letztere, nur Einen konstanten Parameter, bt> kann man 
deuielbeu iar Einheit wählen , danjit erh&lt man die im Text verwendete 
Form Anders ftuagedrüi-kt: die 'itei^hung ist in diesem Fall eine reine 
Zahlengleicbnng 
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§ 1. — Fig. 1 und 2, 
i Glied aP'y von der Ordnung a^ tiezw, t^ 



Gemäss dem oi-Princip ist also die Vernachlässigung des Gliedes 
w^y im zweiten Falle erlaubt, im ersten dagegen nicht. Für 
cckleine Werte von x und y ver- 
hält sich die Kurve wie die Pa- 
rabel y^ — a;:=0^), das heisst sie 
geht wie diese Parabel durch den 
Nullpunkt. Man gewinnt damit für 
die Kurve als näherungsweises Verhalten 
im Nullpunkt den in Figur 1 verdickt 
, _ gezeichneten Kurvenbogen. 

^ ' In Betreff der Lage des Koordinaten- 

systems vergleicJie Anhang A. 




1) Die der Kurve beigesetzten Zeicben -|- und — teziehen sich auf 
§ 4, Nr. 8. 

2) Über derartige Kurven , deren Gleichungen aus zwei Gliedern be- 
stehen und welche daher binominche Kurven heissen sollen, werdeE in 
§ 4, Nr. 4 und 5 ausffllirliehe Betrachtungen angestellt werden. Sie 
lassen sich alle durch Berechnung einiger Punkte raaeh aufzeichnen ; 
man verwendet dazu am he*iaemsten in Doppelmillimeter 
geteiltes Millimeterpapier und wählt den Doppel Centime t er 
als Einheit, so dass man die Zehntel direkt, die Hunderte! 
schätzungsweise alitragen kann. In diesem Massstab zeichne sich 
der Anfänger alle vorkommenden Figuren, wobei ihm auch die allmählig 
entstehende F^ur von Torteil sein wird ; die Figuren im Test sind in ver- 
kleinertem Massstab ausgeführt, die jedesmalige Einheit ist in Klammer bei- 
gesetzt. — Als Vorübung fürs folgende iet dem Anfänger dringend zu raten, 
eine .Reihe binomischer Kurven im erwähnten Masastab sich aufzuzeichnen, 
zum Beispiel ; 



y — i: 



y = X* 



y = x 



xi/ = \ ; x^y ~ 1 , x^y = 1 , a% i= 1 

Um sich zu überzeugen , dass die BinzufOgung i 
wohl die Gestalt, nicht aber die typische I 



i konstanten Faktors 
m einer ^inonüschen 
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Das (B-Princip. — Verhalten einer Kurve im Nullpunkt u. im Unendl. 5 

2) Das Glied — m gegen die zwei andern vernachlässigt 
ffürde als reducirte Kurveiigleichimg geben: 

*V + y^ = oder ai^ + 3/ = oder 1/ = — (^ . 
Setzt man also iC = ra bezw. = e, so ist für diese reducirte 
Gleichung y von der Ordnung ra^ bezw. e^; also für die gegebene 
Gleichnng 

!«V von der Ordnung «* bezw, s' 



igung ist also im ersten Fall erlaubt, im zweiten 
nicht. Für aogrosse Werte von rFigTäTI 

ai sowohl als vony verhält sich _ 

die Kurve wie die Parabel 
^ + ^ = 0, das heisst sie strebt 
wie diese Parabel zum oofernen 
Punkt der y-Axe, was in Figur 2 
wieder durch die verdickt gezogenen, 
ins Unendliche strebenden Zweige der 
Parabel angedeutet sein soll. 



(Einheit Va i^"'') 



3) Das Glied y^ gegen die zwei andern vernachlässigt 
würde als reducirte Kurvengleichung gehen : 

as^y — ic — oder isy = 1 oder y = — . 
Setzt man also a! = GJ, bezw. = 8, so ist für diese reducirte 
Gleichung y von der Ordnung — = e, bezw. - = ro; also für 
die gegebene Gleichung 

j x^y von der Ordnung ü> bezw. s 



Kvxve ändert, zeichne m 
x^yß = cotbt., indem ms 
1^. — Die Anfertigung 
mischer Kurven leistet zu 






a folgenden zu entwickelnden Methode g 



i auch einige Kurven, wie y^ ernst. ie° und 
I dem coiist. beliebige, auch negative Werte bei- 
iiner Reihe von KartonsGhablonen solcher hino- 
' Aufzeichnung zusammengesetzterer Kurven nach 



e Dienste. 
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^ 1. — Fig. ? 



- Pig- i- 



diese Vernaclilässiig\ing ■ ist also im ersten Fall erlaubt, im zweiten 
nicht. Für oDgrosse Werte von w uod (Xikleine Werte 

von 1/ verhält sieh also 

1 ^'^- ^- 1 die Kurve wie die Hy- 

perbel a^ — 1 dasheisst 
sie strebt wie diese Hy- 
perbel zum X fernen 
Punkt der a;-Axe, was 
in Fig. 3 wieder durch die 
verdickt gezogenen Hyperhel- 
zweige angedeutet sein soll. 
Es wäre aber sehr um- 
ständlich, zumal für zusam- 
mengesetztere Gleichungen, 
wollte man durch 




Versuche die Näherungsgleichungen bestimmen. Zur raschen 
Auffindung der letzteren dient, wie schon bemerkt, das , analy- 
tische Dreieck" von Cramer, das auch unter dem Namen 
,2Vewion'schea Parallelogramm" ^) bekannt ist. Nachdem die 
aUgemeiiie Theorie des analytischen Dreiecks klargelegt ist, wird 
das obige Beispiel wieder aufgenommen werden (s. Seite 11 u. ff., 
sodann Seite 15 u. ff.). 



§ 1 Das analytische Dreieck. 

Die G-leichung einer beliebigen algebraischen Kurve, nach 
steigenden Potenzen von x und y geordnet, ist von der Form 



-i-da? + escy + fy^ 
^ -I- hx^y + Icanf' -f- ly^ 
riaPy + px'^y'' + qwif -I- 



Schreiht man die Glieder einer solchen Gleichung in gleichen 
■ der Konstanten und der Vorzeichen 



1) Vergl. die Vorrede tu dem Cram4r'm\ifa Werk. 
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Das analytische Dreieck. 

in Form eines rechtwinMig-gleichschenkligen 
Katheten in die Äxen eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
gelegt wercien, so erhält man die Figur 4, welche das analy- 
tische Dreieck 1 




Wie naan die "'iAse als die ^^^ .^ \ Koordinateoaxe (versl. 
a'-i zweite] ^ " 

; A) zu betrachten hat, so wird man diejenige Kathete, 

welche die Potenzen von ^\ enthält, als die "^^jj^} und daher die 

Hypotenuse, welche die Glieder höchster Dimension in x und y 

enthält, als die dritte Seite des analytischen Dreiecks bezeichnen. 

Demgemäss sind die den Seiten 1, 2, 3 gegenüberliegenden Ecken 

als die Ecken I, II, 111 zu unterscheiden. In der Ecke ^j steht 

die höchste Potenz von "^j, welche in der Gleichung vorkommen 

kann ; in der Ecke III steht das Glied mit *■" bezw. /, das heisst 

das Ahsolutglied, 

hos-ecbyCoOgIC 



Auf de^ ^... , 

I zweiten 

rallelen liegen die Glieder, weiche alle der Reihe nach dieselbe 
Potenz TOD I enthalten. Auf den zur Hypotenuse gezogenen 
Parallelen, welche sich als Diagonalen der entstandenen Quadrate 
hilldurchziehen, liegen, von der Ecke III ausgehend, der Reihe 

nach die Glieder 0'", 1'", 2**'' Dinaensiori in x und y, 

welche durch lineaie Kombination homogene Funktionen von der 

0'^", l"^", 2""' Ordnung in x und y geben; also: 

1) Beginnt man in der Ecke I und liest die Glieder, wie 
sie der Reihe nach auf den zur Seite 1 gezogenen Parallelen 
stehen, indem man die Glieder jeder Parallelen linear kombitiirt 
und stets die gemeinschaftliche Potenz von x vor eine Klammer 
setzt, so erhält man die Gleicliung nach fallenden Potenzen 
von X geordnet. 

2} Beginnt man in der Ecke II und liest die Glieder, wie 
sie der Reihe nach auf den zur Seite 2 gezogenen Parallelen 
stehen mit Heraussetzung der jedesmal gemeinschaftlichen Potenz 
von?/, so erhält man die Gleichung nach fallenden Potenzen 
von y geordnet. 

3) Beginnt man in der Ecke III und liest die Glieder der 
Reihe nach, wie sie aof den zur Seite 3 gezogenen Pai-allelen 
stehen, so erhält man die Gleichung nach steigenden Po- 
tenzen von X und y geordnet.') 

Setzt man voraus, irgend zwei Glieder im analytischen Dreieck 
{^"y" und af'^''y^^'' 
seien für einen nicht endlichen (s. 8. 2) Wert der einen 

)Wlli(Ilighing mit 1 m - 1^ 

St U und 1 1 d a B h w g h flt (Ni! üb i 

mflgl Ifh Awl i dhmg P 

Gl himg A h g El hftlt m d m F U d Gl h g K 

at hllliPt dhm dV 

dlh wtddttFU Üb tm gmtdbl 

ersten gebracht ist. ,-' \ 

hos-eabyCAXlglC 



Sätze über das analjtische Dreieck. 9 

Veränderlichen aogroas hezw. ooklein von derselben Ord- 
nung, etwa o" bezw. e", so muss, da 

i&t, f''y^ endlich sein, dann sind abei auch lUe Potenzen von 
t/^j/ endhch, und somit smd alle Wieder von der Form 

r v" (f^v')^ o^ör 6" + ^'' »/° + e" 
ebenfalls oo^ross bezw oclilein von derselben Ordnung, wie die 
beiden obigen, d h alle Ghedei dei Rpibe 

X ''^ y" " , as'^ '^ y" '' , Jt y , ic""^''?/ "^",3;"'"^*''^"+"' , .... , 

in welcher sowohl die Exponenten von x als auch die 
von y in arithmetischer Progression fortschreiten, 
sind von derselben Ordnung, wie die zwei fettgedruckten, wenn 
diese es sind. Alle diese Glieder liegen aber im analytischen 
Dreieck auf ein und derselben querdurchziehenden Geraden, welche 
Diagonale einer Reihe von Rechtecken ist, deren Seiten sich ver- 
halten wie ti:v'); also : 

Satz I. Sind für einen nicht endlichen Wert der 
einen Veränderlichen irgend zwei Glieder im ana- 
lytischen Dreieck oogross, bezw. ooklein gleicher 
Ordnung, so sind auch alle mit diesen auf derselben 
Geraden liegenden Glieder von derselben Ordnung, 

In Betreff der Glieder einer horizontalen Geraden im ana- 
lytischen Dreieck leuchtet, da alle diese mit derselben Potenz 
von y multiplicirt sind, gemäss dem m-Princip unmittelbar ein: 

Satz II. Betrachtet man irgend ein Glied einer 
horizontalen Geraden, so ist für a;=j jedes im Sinn 

der 1 , 1, . Potenzen von x gelegene Glied der 
(abneum enden ° " 

horizontalen Geraden von höherer Ordnung als das 

betrachtete. — Ganz ebenso verhält es sich mit den 

Gliedern einer vertikalen Geraden für y = l'^ . 



J) Z. B.: Für m = 3, w =2; ^ = 2, T = 1 erhält man die Reihe 
welche in Fig. 4 pnnktirt eingezeichuet ist (vgl. Bäaselsprung beim Schachspiel). 
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10 g 2. — Fig. 5. 

Aus beiden Sätzen folgt weiter: 

Satz Hl. Zieht man die Verbindungslinie irgend 
zweier Glietler im analytischen Dreieck und zu ihr 
durch irgend ein anderes Glied eine Parallele, so 
sind für x = i'" die Glieder der Parallelen von höherer 
Ordnung als die der genannten Verbindungelinie, 
wenn die Parallele im Sinn der ! , '^ ^ " J[" Potenzen 
von x liegt, — Ganz analog für y = ) • 

,Legt man nun eine Kurvengleichung auf das 
analytische Dreieck", d. h. markirt man die in der Gleich- 
ung vorkommenden Glieder durch Ringe und verbindet die äusser- 
sten Glieder durch Gerade, so erhält man ein konveses Polygon, 
welches das analytische Polygon '^) der Kurve heisst. Für die 
Seiten dieses Polygons hat man gemäss der obigen Sätze folgende 
Regel : 

Die Cramer'sche Regel. Für w = i'^ kann man nur 
dann die Glieder einer Polygonseite als die Glieder ■ 
hiichster Ordnung und daher deren gleich Null ge- 
setztes Aggregat als die rcducirte Kurvengleichung 
betrachten, wenn im analytischen Dreieck keine 

im Sinne der \t^ /^" ,^^ Potenzen von iE gelegene 
\ abnehmenden ° " 

Parallele durch ein (besetztes) Glied der Gleichung 

möglieh ist. — Analog fürj)=j"', wenn keine im 

Sinne der |V" ^^^ ?" Potenzen von v gelegene Pa- 
labnehmenden ^ ° " 

rallele durch ein Glied der Gleichung möglich ist. 

Liegen mehrere Glieder der Gleichung auf ein und derselben 

Geraden im analytischen Dreieck und bilden die Glieder dieser 

Geraden eine reducirte Kurveagleichung , so müssen für letztere 

nach Satz I alle diese Glieder beibehalten werden, wodurch tri- 

nomisehe, quatrinomische etc. reducirte Kurve n- 



1) Vergl, Fig. 5, S. 11, sowie die den späteren Beispielen beigegebenen 
Di^camine des analytischen Polygons. 
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Die Cramer'sclie Eegel, — Aniveiidung auf ein Beispiel, 11 

gleiehungen entstehen, welche aber, wie schon bemerkt, stets 
in ein Produkt binomischer Faktoren sich zerlegen lassen; vergl. 
hierüber § ö und auch Fig. 27 in § 4. 

Die obige Regel liefert für jede algebraische Kurve in 
raschester Weise die zulässigen rediteirtenKurvengleich- 
ungen (Näherungsgleiehungen) samt der Erkenntiiiss, 
ob die KU untersuchende Kurve in der Nähe desNull- 
punktsoder im Unendlichen wie die reducirte Kurve 
sich verhilt 

Die allgemeinen Betrachtungen lie sich aus li '^ei Eegel 
ergeben, folgen spatei zunächst s)ll die Eegel auf dis ohige 
Beispiel (S 3) angewandt werden 

Die Glieder welche in einei nach faliendm Potenzen von 
X und y geoidaeten Gleichung enthxlten sind aollen stpts du 
Reihe nach mit den Buchstaben 4 B C bezpi hnet wei lei 

also im obigen Beispiel 1 

xhj + if — x = . 
ABC 
Legt man die Gleichung der Kurve auf das ana- 
lytische Dreieck", d. h, markirt man im 
Schema des analytischen Dreiecks, wie in Fig. 5, 
die in der Gleichung vorkommenden Glieder durch 
Ringe mit Beisetzung der entsprechenden Buch- 
staben J., £, C, so erhält man durch Verbind- 
ung der äussersten Punkte als analytisches Poly- 
gon der Kurve das Dreieck ABC. 

Zur Kontrole ''diene die Bemerkung, dass im analytischen 
Dreieck die Buchstaben in alphahefcischer Reihenfolge stehen, wenn 
man in der Ecke I (vergl. Fig. 4 und 5) beginnt, zuerst auf der 
Hypotenuse und dann der Reihe na^h auf den Parallelen zu 
ihr herabgeht. 

Aus dem analytischen Polygon erkennt mau sehr rasch, was 
oben durch verhältnismässig umständliche Versuche gefunden 
wurde, nämlich: 

1) Zur Polygonseite BG ist keine Parallele im Sinn der 
abnehmenden Potenzen von cc und keine im Sinn der ab- 
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12 § 2. — § 3. 

nehmenden Potenzen von y durch ein Glied der Gleichung; 
möglich d. h. für { ^ ^ * [ ^urz für (e, e) "") bildet das Aggregat 
der Glieder B und C die reducirte Kurvengleichung; also: für 
cokleine "Werte von x und y, kurz für (e,e) verhält sich 
die Kurve wie die Parabel BC oder y — x = 0, d. h. sie 
geht wie diese Parabel durch den Nullpunkt (vergl, Fi- 
gur 1 S. 4), — Eine solche Polygonseite heisse eine (e, e)-Lmie, 
wofür die symbolische Bezeichnung 
BG{s,s) 

y^ —X =0 
gebraucht werden soll. 

2) Zur Polygonseite AB ist keine Parallele im Sinne der 
wachsendöQ Potenzen von x und keine im Sinne der wach- 
senden Potenzen von y durch ein Glied der Gleichung möglieh, 
d, h. für I * ~ " } kurz für (ra, ro) bUdet das Aggregat der Glieder 
A und B die reducirte Kurveugleichung; also: Für ccgrosse 
Werte von x und y, kurz für (ro,(a) verhält sieb die 
Kurve wie die Parabel AB oder as^ -¥y = 0^), d. h. sie 
strebt wie diese Parabel zum oofernen Punkt der j^-Axe 
(vergl. Fig. 2 Sj,,5). — Eine solche Polygonseite heisse eine 
(o), fa)-Linie, wofür die symbolische Bezeichnung 
AB{m,m) 
x' -hy =0 
gebraucht werden soU. 

1) Dorcli (e b) sei em Punkt mit o^Ueineii "Lu id atei b fi hnet 
die Veiden f sini für gewöhnliii von versoliiedenei Ordnung ccklein am.1 f, 
(<o ra) m Nr 2) und (ra s) in Hr 3) nnd dergl 

") Zunächst erhält man durch VemachiaS3ii,ung de'i Gliedes die 
Te lucirte Kurvengkichiing = ih/ + j/^ = j/ (a: 4- y) Da aber mf dei 
Am !f — Q nicht zugleich i, = a md v = " sem kann fco koi imt es hier 
wip m allen die en Fällen nur auf len Klammerfciktor an das Verhalten 
der Kurve im oo fernen Punkt der \xe y = er^ ebt sich aus i) Wenn 
daher fOr a-^^ + y _ der Auedruck .Parabel 45" gebraucht wirl so hat 
man eich aua iB gemeinschaftliLhe FaktoiPn abgeworfei oder wa? auf 
dasselbe hinauskommt iE im analytischen Dreie k parallel versLhobeii zu 
denken bis 1 i ü die i. Kathetf f lllt Ganz anil g im Fall 3) , ■ 



(e, £)-, (ei,m)-, (a, () -Linie. — Das analytische Polygon. 13 

3) Zur Polygonseite AC ist keine Parallele im Sinne der 
waciisenden Potenzen von x und keine im Sinne der abneb- 
menden Potenzen von j/ durch ein Glied der Gleichung mög- 
lich, d, h. für j * ™ " L kurz für (ra, s) bildet das Aggregat der 
Glieder A und C die redueirte Kurvengleichung; also: Für 
QOgrosse Werte von w und cckleine "Werte von y, kurz 
für (ea, e) verhält sieh die Kurve wie die Hyperbel AC 
oder ajj/ — 1 = 0, d. h. sie strebt wie diese Hyperbel zum 
oofernen Punkt der a^-Axe (vergl. Fig. 3, S. 6). — Eine 
solche Polygonseite heisse eine (ea,£)-Jjiiiie, wofür die sym- 
bolische Bezeichnung 

AC{a,s) 

gebraucht werden soll. 

Deraitige dem analytischen Polygon zu entnehmende Hilfs- 
kurven, welche wie diese (e, e)-, (ro, o)-, (ro,£)-Lißie den näher- 
ungsweisea Verlauf einer Kurve im Nullpunkt, bezw. im Unend- 
lichen liefern, niRgen „Nähernngskuryen« benannt werden zum 
unterschied anderer später auftretender Hilfskurven (vergl, Anm. 1 
S. 17 und Beispiels in g 5). Der neben die Buchstabenbezeich- 
nung gesetzte Beisatz (£,i), (c},s)), (ra,e) u. s. w. heisse die 
Charalderistik der Naherangskurve. 

§ %. Das analytische Polygon einer Kurve in Verbinduüg mit 

dein Frincip der verseliiedeneB Formen nnd dem Princip der 

linearen Kombination. 

Fügt man die mit Hilfe des analytischen Polygons einer 
Kurve näherungsweise gefundenen Kurvenzweige und Bögen in 
Einer Figur zusammen, so kann mau in vielen einfachen Fällen 
ohne Berechnung weiterer Kurvenelemente, die verbindenden und 
ergänzenden Kurvenbögen in ihrem roben Verlauf nach Vermutung 
einzeichnen. So wird man aus den in den Figuren 1 bis 3 stark 
ausgezogenen Kurvenstücken , wenn man sie in Einer Figur zu- 
sammenträgt , den näherungsweisen Verlauf der Kurve leicht 
vollenden in der in Figur 6 punktirt angegebenen Weise, insbe- 



äCbyCoOt^lC 



5i 


3 


\^ 


/ 

/ 




/ 




■^ 







(Einheit 1/3 « 



14 § 3. — Fig. 6 (Fig. 5). 

sondere, wenn man noch beachtet, dass die Koordinaten äsen ausser 
im Nullpunkt und in ihren oofernen Punkten von der Kurve nicht 
geschnitten werden ; denn die 



iC-Äse wird von der Kurve 
im Nullpunkt einfach ge- 
schnitten, wie von da- Pa- 
rabel y^ = X, in ihrem ccfer- 
nen Punkt lierührt wie von 
der Hyperbel xy = l, ebenso 
wird die j/-Äxe von der Kurve 
im Nullpunkt berührt wie von 
der Parabel y" = x, in ihrem 
oofernen Punkt einfach ge- 
schnitten, wie von der Pa- 
rabel ar* -1- 1/ = 0. Jede der Äsen hat also S Punkte mit der 
Kurve gemein, wie der bekannte allgemeine Schnittpunktssatz 
(vergl. Anhang C) es verlangt'). 

In nicht so einfachen Beispielen ist man aber leicht Fehl- 
schlüssen ausgesetzt, in vielen Fällen genügen die Näherungs- 
kurvenbögen keineswegs ziu- zweifellosen Pestsetzung des rohen 
Verlaufs der Kurve. 

Volle Siehorlieit jedoch über den Verlauf einer 
Kurve im Grossen und Ganzen, überdies weitere Anhalts- 
punkte, welche den Näherungsverlauf der Kurve noch 
genauer zu bestimmen erlauben, erhält man, wenn man 
zu dem, was daa analytische Polygon der Kvirve liefert, 
das Prineip der verschiedenen Formen und das 
PrineJp der linearen Kombination hinzunimmt. 

Über daa letztere, das zur Abkürzung auch das ,UPrincip 

^e, vergl, Anhang F. Das eratere, ein allgemein ana- 

! Prineip, das meines Wissens hier zum erstenmal aus- 

;hen ist, lautet folgendermassen: 

Prineip der verschiedenen Formen. Es ist 

principiell wichtig, jeden mathematischen Ausdruck (im 

1) Der Anfänger überzeuge sich durch punlitweisc Berechnung (li;r 
Kurve von der Eiehtigkeit des iiäiierungsweisen Verlaufs derselben in der 
obigen Jigui:. _^ 
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Die J- Formen des annlyt. Polygons. — Beispiel: ; 



+ ,/—x = f). 15 



folgenden die Gleichung einer Kurve) in möglichst vielen 
Terschiedenen Formen, welche durch die Sache seihst in 
rationeller Weise begrtlndet sein müssen, zu schreiben, 
da aus jeder dieser Formen etwas Neues herausgelesen 
werden kann. 

Damit erhält man für das obige Beispiel folgenden allge- 
mein anwendbaren Schematismus. ^ 
Beispiel 1. 

Die gegebene Kurvengleiehung 
(1) w^y+f — x=(i 



schreibe man auf Grund ihres analytischen Polygons in 
folgenden verschiedenen Formen; 



s^y 



Böis,e) 
h iy'-a:) = , 



(1") 



AB{üi 



= 



I AO{m,s) B 

(1'") 1 iü{ay-\)+ f =0 , 
welche gemäss dem Princip der linearen Kombination 
oder ^-Princip, da sie von der Form 

f{x,y) + X.g{!C,y) = (i 
sind, als A-Formeü des analytischen Polygons be- 
zeichnet sein mögen. Dieselben bestehen aus zwei Toilen. 
Der eine Teil enthält nach Heraussetzuiig der gemein- 
schaftlichen Faktoren in einer Klammer das Aggregat 
der der Polygon Seite entsprechenden Glieder mit darüber 
gesetzter Buchstabenbezeichnung der Polygonseite; die 
gleich Nnll gesetzte Klammer liefert die betreffende 
Näherungskurve, deren Charakteristik durch Ablesung 
aus dem analytischen Polygon neben die Buchstaben- 
bezeichnung gesetzt wird. Der andere Teil enthält das 
Aggregat aller übrigen Glieder der Gleichung, das in 
diesem Beispiel, wie bei allen trinomischen Gleichungen, 
je nur Einen Posten enthält; besteht dasselbe aber aus 
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mehreren Gliedern, so werden dieselben nach Heraus- 
setzung ihrer genieinsehaftliehen Paktoren ebenfalls in 
eine Klammer zusammengefasst. Ist ferner irgend eine 
solche Klammergrösse in Paktoren zerlegbar, so nehme 
man die Zerlegung vor. Vergleiche hierüber die i 



Aus denA-Formen des analytischen Polygons lässt 
sich alsdann mit Hilfe einer einfachen Zeichnung und 
einiger meist im Kopfe auszuführenden Überlegungen, 
wozu insbesondere hei zusammengesetzteren Beispielen noch einige 
Rechnungen kommen, der näherungsweise Verlauf der 
Kurve rasch und sicher festsetzen in einer Weise, die 
jeder anderen bisher bekannten Methode überlegen sein 
dürfte. 

Zunächst kann man aus den ^-Formen alles in den beiden 
letzten Paragraphen über das obige Beispiel Gesagte direkt ab- 
lesen, nämlich 

aus (1'): Da BCeine («, e)-Linie ist, so geht die Kurve wie die 
Parabel ■if — x=^<) durch den Nullpunkt, vergl. die 
Figuren 1, 6, 7 und 8; 

aus (!")• Da 4S eine (et, ra)-Lime ist, so strebt die Kurve wie 
die Parabel a? + y = ins Unendliche , vergl. die 
Figuren 2, 6, 7 und 8; 

aus (1"'): Da AG eine {;o,£)-Linie ist, so zieht sich die Kurve 
entlang der ^-Äse wie die Hyperbel xy — 1 = ins 
Unendliche, vergl, die Figuren 3, 6, 7 und 8. 

Weiter zeigt die Form (1') gemäss dem i-Princip auf einen 
Blick, dass die Parabel j/' — a; = von der Kurve, ausser im 
Nullpunkt und im oo fernen Punkt der iK-Axe, nicht geschnitten 
wird: denn die Kurve hat gemäss dem i-Princip diejenigen und 
nur diejenigen Punkte mit der Parabel gemein, in denen letztere 
von afp = (i geschnitten wird, also keinen endlichen Punkt, 
wenn unter endlichen Punkten solche Punkte yerstanden 
werden, die nicht im NuUpnnkt oder im Unendlichen 
liegen. 
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Endliche Schnittp auf d. Hilfskurven. Beispiel; x^y-\-iß — « = 0. 17 

Und nur solche auf den Nähern ngskurven liegende 
endliche Schnittpunite ') sind zunächst zu berüek- 
siehtigen, da das Verhalten der Kurve im Nullpunkt und im 
Unendlichen direkt aus den in den A-Formen enthaltenen Näher- 
ungskurven erschlossen werden kann, wie für dieses Beispiel schon 
oben geschehen ist. 

Ebenso zeigt Gleichung (1") in homogener Form'') 

dass die Parabel a:^ + ^ = von der Kurve nur in d e n Punkten 
geschnitten wird, welche die Parabel mit ^ w^ = d. h. mit der 
OrdinatenELse a; = und der (doppelt zu denkenden) ocfemen Ge- 
raden ta — gemein hat, also nur im Nullpunkt und im oofernen 
Punkt der y-Äse. 

Ferner zeigt Gleichung (1'") in homogene Form gebracht, 
dass auch die Hyperbel my — 1 = von der Kurve nur in den 
beiden -xfernen Punkten der Koordinatenasen geschnitten wird. 

Endlich liegen auch auf den Koordinatenasen keine endliehen 
Schnittpunkte der Kurve, wie schon oben (S. 14) gezeigt. Es 'er- 

1) EntlUlt z. B. Jie Gleichung (1) noch das im Innern des analy- 
tischen Polygons gelegene Glied — %xy, welches, •ava die übrigen Buchstaben 
im analytischen Polygon belassen au können, mit D bezeichnet werden möge, 
Bo wSre die der Gleichung {!') entsprechende Form 
I AD BG{t,i) 

nnd auf der Naheningsparabel ^^ — a; = im Nullpunkt, würden dann die- 
jenigen 2 endlichen Punkte der Kurve liegen, in welchen die Parabel von 
der Geraden j — 2 ^^ geschnitten wird. Die weitere Ausführung dieses 
Beispiels bleibe dem Antanger Überlaesen. Eine solche Hilfskurve , wie die 
Gerade AB oder x — 2 = , welche nach dem J.-Princip endliche Schnitt- 
punkte der Karve, und der Näherungskurve y'^ -— x = Ü liefert, heisse eine 
^Hilfskurve. Näheres hierüber e. Beispiel 8 in § 5. 

^) Über dus Homogenmachen und seine Bedeutung vergl Anhang E 
und auch Anm. S. 8. Die vollständige homogene Form der obigen Gleich- 
ung wäre 

y{x^ + ya) — icffi* = 
Da aber der Xiamnierfaktot sofort als Tunktioii II Ordnung m die Augen 
springt, so kann man der Kurse halber die Homogenisirung in der Klammer 
unterlassen und nur dem Glied (— x) den Faktor «,' bpischreiben damit beide 
Teile der i-Form kubisch werden. 

Retisclile, Praxl9 dec Etuvendlakueeion. " 
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- Vig. 1 und 8 



giebt sieh dies auch direkt aus einer der A-Formen nach dem 
A-Priocip, z. B, aus (1") folgt, aiif a; = liegen diejenigen 
Punkte der Kurve, in denen a; — von y{i^ + y)~(i geschnitten 
wird : die Ordinatenase a; = wird von y — im Nullpunkt, 
voQ ic^ + i/ = im Nullpunkt und in ihreni ccferaen Punkt 
geschnitten, also zweimal im Nullpunkt und einmal im Unend- 
lichen, wie auch aus beiden andern A-Pormen gescbiossen werden 
kann; analog für die iC-Äxe. 

Übrigens zeigt das analytische Polygon auf einen Blick, ob 
endliche Schnittpunkte auf den Axen liegen können oder nicht; 
denn mit a; =^ z. B. liefert die Kurvengleichung die auf der 
ersten Seite des analytischen Dreiecks liegenden Glieder der Gleich- 
ung, und es leuchtet daher unmittelbar der Satz ein; 

Nur wenn zwei oder mehr Glieder der Gleichung 

auf der { ^^ .," Seite im analytischen Dreieck liegen, 
I zweiten •' ° ' 

kann die Kurve endliche Schnittpunkte auf der 
! * Koordinatenase haben. 

Dieser Satz ist insofern von besonderem Interesse, als er 
zu denen gehört, welche zeigen, was alles der blosse Anblick des 
analytischen Polygons zu liefern im Stande ist. Im folgenden 
werden noch weitere derartige Sätze zu Tage treten. 

Für das obige Beispiel zeigen also die vorstehenden Über- 
legungen, welche bei einiger Übung sehr rasch ausgeführt werden 
können, dass die gesuchte Kurve mit keiner der drei 
Hilfskurven und mit kei- 
( nerAxe endliche Sehnitt- 

/ punkte g' 

Zur E 
nähernden Verlaufs der Kurve 
verfahre man folgendermassen ; 
Man zeichne die den Seiten des 
analyt. Polygons entsprechen- 
den drei Näherungshilfskurven 
y^ — a; — Q , ai^ + (/==; und 
wy — 1 = samt den Koordi- 
natenaien in Einer Figur {Fig.7) 
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zusammen, wozu man zweckmässig Millimeterpapier^) und ver- 
schiedene Strieharten für die einzelnen Kurven verwendet, was 
insbesondere von Wichtigkeit ist, wenn die Hilfskurven in kom- 
plicirterer Weise sich in einander verschlingen, verdicke den durch 
den Nullpunkt gehenden Bogen der {s, fi)-Linie y^—^w ~ 0, aowio 
die ins Unendliche strebenden Zweige der (m, mylimsp' + tc = 0, end- 
lich die der a>-Ase sich nähernden Zweige der (ra, £)-Linie a-j/ — 1 = 0, 
damit das Äuge den annähernden Verlauf der Kurve im Null- 
punkt und im Unendlichen festhalten kann. Nun ziehe man {am 
bequemsten mit Farbstift; in Fig. 8 ist die Kurve stark einge- 
zeichnet) den Bogen FQ entlang der Parabel y^ — x = 0; da die 




Kurve weder die Hyperbel ;»«/ = 1 noch die a^-Axe im Endlichen 
übersehreiten darf, so muss dieselbe in dem im ersten Quadranten 
liegenden Zwickel zwischen Parabel, Hyperbel und + ai-Axe ver- 
laufen, sie wird daher in der Gegend des Punktes Q von der 
Parabel abbiegen, darauf einen Kulminationspunkt (ein Maximum) 



') Der Anfänger yersäume nicht, sich selbst eine Figur b 
Missstab (vergl. Anm. 2 S. 4) zu entwerfen. 
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in Beziehung auf die x-A.ie erreichen, um sodann mittels eines 
Wendepunkts der Hyperbel sieh zuznbiegen, entlang welcher sie 
zwischen Hyperbel und ihrer Asymptote (+ ic-Äxe) verlaufend 
dem ccfernen Punkt der a>-Äxe zustreben muss. Auf der Seite 
der negativen a;-Ase muss die Kurve wieder hereinkommen und 
zwar diesmal nicht zwischen Hyperbel und ihrer Asymptote, 
weil sonst die Hyperbel in ihrem weiteren Verlauf geschnitten 
würde, was ja nicht der Fall sein darf Die Kurve verläuft also 
entlang ES sich allmählich von der Hyperbel entfernend in dem 
im dritten Quadranten liegenden durch die Hyperbel und die 
Parabel a^ + y — gebildeten Zwickel; da auch letztere Parabel 
im Endlichen nicht geschnitten wird, erreicht sie in diesem Zwickel 
in der Gegend von S einen Kulminationspunkt (ein Maxiraum) 
in Beziehung auf die j/-Ase, um dann mittels eines zweiten 
Wendepunkts der Parabel a;'^ + y = sich zuzubiegen , entlang 
der sie auf der äusseren Seite ins Unendliche strebt. 

Endlich muss die Kurve im vierten Quadranten am rechts- 
liegenden Zweig der Parabel a^ + y = wieder aus dem Unend- 
lichen hereinkommen und zwar diesmal auf der inneren Seite 
dieser Parabel in dem von der negativen y-Ase und den beiden 
Hiifäparabeln gebildeten Zwickel; sie läuft also entlang TU, sich 
allmählich von der Parabel x^ -\-y = Q entfernend, erreicht etwa 
bei U den Berührungspunkt') einer Nullpunktstangente, um von 
hier mittels eines dritten Wendepunkts wieder der ersten Parabel 
;(/ä — a; = sich zuzubiegen, bis sie hei P mit dem zuerst ge- 
zeichneten Bogen sich vereinigt. Zur bequemeren Übersicht ist 
es rätUch, in der Pigur aa die eingezeichneten Hilfskurven ent- 
weder die Buehstabenbezeiehnung BG, AB und AG oder ihre 
Gleichungen oder beides beizuschreiben. 

Damit ist der annähernde Verlauf der Kurve in einfacher 
und bei einiger Übung ungemein rasch zum Ziele führender Weise 

i} Ein solcher ist das Seitenstück m den Kulininationspunkten 
ia Beziehung auf die beiden Axen , wie sofort klar , wenn man letztere als 
BerBhmngspunkte der von den oo fernen Punkten der x- bezw, y-Axe an 
die Kurve gehenden Tangenten anffasst. — Diese beiden co fernen Punkte 
und der Nullpunkt sind der Reihe nach die 3 Kaidinalpunkte, während die 
Axen a- = 0, y = und die m ferne Gerade a = die 3 Kardinalgeraden 
des Kourdinatenajfatems sind {vcrgl. Anhang E), 
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festgesetzt, mit alleiniger Zuhilfenahme dessen, was das analytische 
Polygon in Verbindung mit dem A-Priiieip und dem Prineip der 
verschiedenen Formen an die Hand giebt. Man erkennt als 

Prineip der Methode: Durch die Hilfslciirven des 
analytischen Polygons wird das Blatt, auf welches 
die Kurve gezeichnet werden soll, in eine Reihe von 
Zwickeln eingeteilt: man beginnt bei irgend einem 
bestimmten Punkt und kann mittels der angeführten 
Überlegungen leicht und rasch ersehliessen, in wel- 
chen Zwickeln die Kurve verlaufen mnss. Der Über- 
tritt von einem Zwickel in denandern geschieht ent- 
weder im Nullpunkt oder durchs Unendliche hindurch 
(wie im obigen Beispiel}, falls keine endliehen Schnitt- 
punkte auf den Hilfskurven liegen. Sind aber end- 
liche Schnittpunkte auf den Kurven vorbanden, welche 
aus den A-Pormen nach dem i-Princip gefunden wer- 
den (vergl. Anm. 1 S. 17), so hat man diese in der Figur 
durch Ringe zu bezeichnen; indenselben tritt sodann 
die Kurve gleichfalls von einem Zwickel in den an- 
dern (vergl. Beispie! 3 in § 5); man beachte sehr: nirgends 
als in den durch Ringe inarkirten Funkten können die 
aufs Blatt gezeichneten Kurven geschnitten werden. 

Überdies findet man die näherungsweisen Lagen 
der Berührungspunkte der von den KardinalpvmMen an die 
Kurve mögliehen Tangenten., ferner die uäherungsweisen 
Lagen der Wendepwrikte und (wie spätere Beispiele zeigen 
werden) der eventuell vorhandenen singulären Punkte.') 
Die genaue Bestimmung der beliebig liegenden erwähnten 
Punkte geschieht mit den bekannten Hilfsmitteln der Differential- 
rechnung, vergl. auch § 4, Nr. 6. Es ist aber wohl zu beachten, 
dass, im Falle die Bestimmung der Maxima u. s. w, auf höhere 



•) Bei der nühernn^ weisen Bestimmui^ dieser Beruh rnngspunkte, 
Wendepunkte, singulären Punkte mittels der ob^en Schlüsse handelt es 
sich um beliebig liegende derartige Punkte. Liegen dieselben auf den Kar- 
dinalgeraden x = 0, ^ = 0, = seihst, so findet man aus den A-Formen 
des analytischen Polygons direkt ihre genaue Lage (vergl. Beispiel 3) 1 und 
andere in § 5). 
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Gleichungen führt, welche numerisch nach den Näherungamethoden 
aufgelöst werden müssen, die Kenntnis der ungefähren Lage der- 
selben das zeitrauhende Probii'en der Wuvzelwerte erspart. Zu- 
gleich zeigt die in der ohigen Weise durchgeführte Disiiussion 
auch sogleich, wie viele reellen Wurzeln eine solche Gleichung 
hat. Aber auch die für die praktische Ausführung meist um- 
ständliche Untersuchung der Differentialrechnung, oh ein Kulmi- 
natioaspunkt ein Maximum oder filinimura ist , fällt hei dieser 
Diskussioßsmethode weg, da man eben sofort den ganzen Ver- 
lauf der Kurve findet und daher für die auftretenden Kulmi- 
nationspunkte ohne weiteres aus der Eigur entscheiden kann, 
ob der betreffende Punkt ein Maximum oder ]\linimum ist. 

Aus den S. 19 u. 20 angestellten Überlegungen ergab sich, dass 
die Kurve im NuUpunkt von der einen Seite der Parabel y^ — cc=0 
auf die andere tritt, dass also daselbst zwischen Kurve und Pa- 
rabel ein Sehneiden und Berühren zugleich d. b. ein Oskuliren 
stattfindet. Die genaue Abzahlung der Schnittpunkte zwischen 
der Kurve und dieser Parabel ergiebt fUnf gemeinschaft- 
liche Punkte im NuUpunkt; denn aus Gleichung (1') 

folgt, dass die Parabel y^ — a; = mit der Kurve diejenigen und 
nur diejenigen Punkte gemein hat, in denen sie von x^p = ge- 
schnitten wird. Nun wird aber die Parabel von a; = zweipunktig, 
also von a;^ = jjzerpunktig, von y = empunktig im NuUpunkt 
(ausserdem eiopunktig im oo fernen Punkt der ai-Ase), im Ganzen 
also /ön/punktig im Nullpunkt geschnitten ; zugleich sind damit 
aUe 2.3 = 6 Punkte bestimmt, welche die Kurve mit der Parabel 
gemein hat. 

Ebenso ergiebt sich aus Gleichung (1") in homogener Form 

dass die Kurve imd die Parabel «^ -H ?/ = ebenfalls fünf 
Punkte im oofernen Punkt der y-Axe gemeinschaft- 
lich haben, denn in diesem Punkt wird die Parabel von w = 
zweipunktig, also von m^=0 i^Vpunktig, von x = empunktig 
L einpunktig im Nullpunkt) geschnitten. 
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Endlich zeigt auch die homogene Form der Gleichung (1'") 
in derselben Weise, dass die Kurve und die Hyperbel wif = l 
ebenfalls fünf gemeinschaftliche Puniite im ocfernen 
Punkt der x-Ase {und ausserdem einen gemeinschaftlichen 
Funkt im ocferaen Punkt der y-Axe) haben; also: 

Die Kurve steht mit den drei Hilfskurven 
an/ ~ 1^0 j a!' + y=0 | f-x^O 

je in Spunkt. Berührung in den 3 Kardinalpunkten, nämlich 
imocf.Pkt.d.^-Axe|imccfPkt.d.y-Asej im Nullpunkt. 
Die drei Hilfskurven sind also oskulirende (und zwar be- 
reits hüher oskulirende), die zwei ersten überdies asymp- 
totische Kurven der gesuchten Kurve. 



Der 



ocfernei 



I ,, ,. , 1 . - I - hyperboHachei 
.^ ! Kardmalpunkt ist ein ... , 
zweite/ ^ parabolischer, 

Punkt der Kurve. Wie bei der Parahel zählt der letztere 
für 2, nämlich 2 zusammengefallene, cc ferne Punkte, 

Die obige Abzahlung ist auch insofern von Bedeutung, als 
man daraus schliessen kann (vergl. auch den Satz 8. 56, ferner 
das Beispiel 4 in § 5 im Vergleich mit Beispiel 1) : 

Je mehr Schnittpunkte eine Kurve mit einer 
asymptotischen Hilfskurve in dem cofernen Punkt, 
dem sie beide zustreben, gemeinschaftlich hat, um 
so inniger ist die Berührung, um so rascher wird 
auch, schon „in massiger Entfernung", die Kurve der 
asymptotischen Kurve sich nähern. 

Zieht man {s. Fig. 9) 
von der im Nullpunkt oskulir- 
enden Parabel y^ — x = den 
Bogen vom Punkt (+ 1, -i- 1) 
bis zum Punkt (+ 1, — 1), 
von der asymptotischen Pa- 
rabel ic"^ + y = die beiden 
ins Unendliche sich erstreck- 
enden Zweige von den Punk- 
ten (+ 1,-1) u. (—1, ~ 1) 



l^'^ 




an, endlich von der asymptotischen Hyperbel , 



(/ — 1 = die 
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zwei von den Punkten (— 1, — l) und (h- 1, + 1) entlang der 
a:-Ase ins UnendUche sicli erstreckenden Zweige, so erhält man 
einen aus einzelnen stetigen Kurvenstücken gemischten unstetigen 
Zug, der die Gestalt der Kurve im Grossen und Ganzen nach- 
ahmt. Man kann sieh leicht vorstellen, wie dieser Kurvenzug 
durch einfache Deformirung in die stetige Kurve übergeführt 
werden kann; in den Ecken des unstetigen Zugs sind die drei 
(S. 19 u. 20) erwähnten Berührungspunkte der von den drei Kar- 
dinalpuokten an die Kurve gehenden Tangenten und die auf sie 
folgenden Wendepunkte der stetigen Kurve vereinigt. 



Die im obigen Beispiel auseinandergesetzte 
methode ist ganz allgemein auf jede beliebige algebraische Kur- 
vengleichung in recht- oder schiefwinkligen^) Punktkoordinaten 
anwendbar. Es leuchtet ein, dass man um so mehr Elemente 
zur Bestimmung des Verlaufs einer Kurve erhält, je mehr das 
analytische Polygon derselben Umrisslinien ^) hat. 

"Weiter ist zu bemerken: Selbst wenn eine vorgelegt« Kuv- 
vengleiehung nach einer Veränderlichen sich auflösen lässt und 
leicht punktweise berechnet werden kann, oder wenn eine andere 
Methode (z. B. die Substitution y=^Xw, vergl. Beisp. 2 in § 5) 
zu diesem Ziele führt, so dishutire man dieselbe doch stets 
zuerst mit Hilfe der ^-Formen des analytischen Polygons, 
denn der hiediireh so rasch zu findende rohe Verlauf der Kurve dient 
dann einmal zur Kontrole bei der punttweisen Berechnung, das 
anderemal zeigt derselbe, in welcher Gegend vorzugsweise weitere 
Punkte einzurechnen sind, wozu bei Gleichungen höheren Grades 



') Dasa ea ganz gleichgiltig- ist, ob man eine vorgelegte Gleichung 
auf ein recht- oder schiefwinkliges System bezieht, leuchtet unmittelbar ein; 
in letzterem Fall sind eben die binomischen Hilfskurven in Besiehung auf 
ein schief wink] igea System einautragen, wobei sie ihre typische Form hei- 
hehalten. — Überdies möge hier noch erwähnt werden , dass die Methode 
auch auf Kurvengleichnngen in Linienkoordinaten anwendbar iat, worüber 
ein späterer Teil dieser Schrift handeln wird (vergl. Vorwort). 

^) Dass nur Umrisslinien des analytischen Polygons, nicht auch Dia- 
gonalen , als Näherungskurren auftreten , leuchtet nach der Ctamet'schen 
Eegel unmittelbar ein. ,-- \ 
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graphJach-mechanische Methoden zur Auflösung numerischer Gleich- 
ungen gute Dienste leisten (vergl. Beispiel 10 und 11 in § 5). 

Im Allgemeinen genügt daa, was die A-Pormen des ana- 
lytischen Polygons liefern, vollständig zur Bestimmung des roben 
Verlaufs der Kurve. Einige weitere Gesichtspunkte, welche noch 
in Betracht kommen, ergeben sich aus dem folgenden Paragraphen 
und den ferneren Beispielen. Die Metbode kann auf jede Kurven- 
gleiehung, welche aus mehr als zwei Gliedern besteht, angewandt 
werden. Die Kurven aber, deren Gleichungen nur aus zwei 
Gliedern besteheo, die binomischen Kurven, können alle stets 
leicht punktweise berechnet werden (vergi. auch Anm. 2 S. 4), 
sie bilden als Näherungskurven bezw. ^-HiUskurven') 
die Grundlage der ganzen Diskussionsmethode, und sollen im 
nächsten Paragraphen in Nr. 4 und 5 einer eingehenderen Be- 
trachtung unterzogen werden. 



§ 1. Sonstige Hilfsmittel bei der Kiineodisloission. 

Von den eben erwähnten weiteren Gesichtspunkten, welche 
einmal dazu dienen, den na«h der obigen Methode bestimmten 
rohen Verlauf der Kurve zu kontroliren, das anderemal zur Fest- 
stellung des genaueren Verlaufs beitragen, soll hier das Wesent- 
lichste zusammengestellt werden. 

1. SymmetrieTerhältnisse. 

a) Enthält eine Kurveiigleichung die erste Veränderliche w 
nur in geraden Potenzen, so gehören zu jedem Wart von y 
zwei gleiche und entgegengesetzt« Werte von x, oder: so liegt 
auch der Punkt ( — x,y) auf der Kurve, wenn isc,y) ein Punkt 
derselben ist, die Kurve ist symmetrisch zur ersten 
Koordinatenaie x=^0. 



1) In Betreff dieser vergl. Anm. 1 S. 17, Beispiel 3 in § 5 und andere. 
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b) Analog ist die Kurve, wenn die zweite Veränderliche 
y nur in geraden Potenzen vorkommt, symmetrisch zur 
zweiten Koordinatenase y= 0. 

c) Enthalt eine Gleichung die dritte homogenisirende Ver- 
änderliche m (vergl. Anm. S. 8 und Anhang E) nur in geraden 
Potenzen, ist dieselbe also z. B. für eine Kurve iV. Ordnung 
von der Form 

tp (ic, y) -f- tp {x, y) . id'^ ■+■ Const o»^ = ^) , 

so erhält man für ein beliebig angenommenes Wertepaar von x,y 
zwei gleiche uttd entgegengesetzte Werte von «, z. B. 

und da — , — die gewöhnlichen Koordinaten eines Pimktes sind, 
so folgt hieraus: ist [y, -^A ein Punkt der Kurve, so ist auch 
( — y, — y) ^i" Punkt derselben, die Verbindungslinie zweier 
solcher Punkte wird aber im Nullpunkt halbirt, also: 

Enthält eine Kurvengleichung die homogeni- 
sirende Veränderliche w nur in geraden Potenzen, so 
ist der Nullpunkt ein Mittelpunkt der Kurve, 

Die drei Sätze unter a), b) und c) lassen sich zusammen- 
fassen in: 

x\ 

Enthält di( 

aeraden Potenzen, so ist der 11.} Kardinalpunkt ein 

HL I 
Mittelpunkt der Kurve, 

Ohne Hilfe der homogenisirenden Veränderliehen erhält der 
Satz unter c) zweierlei Fassung, je nachdem die Kurve von ge- 
rader oder ungerader Ordnung ist, nämlich: 

Enthält die Gleichung einer Kurve ^* *', } Ordnung nur 



geraden 

ungeradE 

Mittelpunkt der Kurve. 



Glieder ^ . \ Grades in w und y, so ist der Nullpunkt ein 



1) Übet die Bezeichnungen in dieser Gleichung Tetgl. Anhang B. 
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Man sieht hierans, wie ans so manchen anderen Stellen 
dieser Schrift, teils im vorhergehenden teils im folgenden, von 
welch einschneidender, System und Symmetrie in die analytisch- 
geometrischen Betrachtungen bringeuder Bedeutung die Einführ- 
ung der homogenisirenden Veränderlichen ist. 

Weiter gehört hieher: 

d) Ist die Gleichung eioer Kurve symmetrisch in x und y, 
d. h. kann man a; und y vertauschen, ohne dass sich die Gleich- 
ung ändert, so ist die Kuive symmetrisch zur ersten Me- 
diane (Winicelhalbuuiig&linie deij ersten und dritten Quadranten), 

e) ]st in der Gleichung emer Kurve ce und y vertauschbar 
mit — y und — x, so ist die Kuive symmetrisch zur zweiten 
Mediane CWinkelhalbiiungalinie des zweiten und vierten Qua- 
dranten). 

Der Sata in d) erweist sich als Hat dritte im Bunde mit zwei andern, 
welclie man erMlt durch Beantwortung der Frage: Was lässt sich von 
einerKurye sagen, wenn ihre Gleichung sjraraetrisch ist in 
y und Bj 

Ol n n d sc > ^ Die weitere Ausführung dieser Frage aberschreitet den Eahmen 
i«und yl 

dieser Schrift, sie sei daher dem Leser überlassen. Als Andeutung sei er- 
wähnt, dass man die Losung der beiden ersten Fragen leicht erhält, wenn 
man den der dritten Frage entsprechenden Satz d) so fasst: BineKurve, 
in deren Gleichung x und jr vertauschbar sind, ist sich 
selbst perspektivisch -kollinear in Beziehung auf die erste 
Mediane alsAie und derenZenithi) als Centrum der Kol- 
lineation. 

2. Die Schnittpunkte einer Kurve mit den drei Kardinal- 
geraden, insbesondere ilire ccfernen Punlite. 

Die Schnittpunkte einer beliebigen Kurve 

f{cc,y) = homogen: /(ie.^! «) = 
mit den 3 Kardinalgeraden erhält man, wenn man ihre Gleich- 
ung der Reihe na«h mit den Gleichungen 

x = (i , y = , (0 = 



1) Zenitb einer Geraden in der Ebene nenne ich den csfemen 
Punkt ihrer Normalen, vgl meine Deck-Elemente, Stuttgart 1882, S. 1. 
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der 3 Kardinalgeradeii kombitiirt. Damit giebt die Kurvengleich- 
iing eine Gleiehim^, welche (vergl. Fig. 4, S. 7) diejenigen Glieder 
des analytischen Polygons enthält, weiche der Reihe nach auf der 

erateti , zweiten , dritten 
Seite im analytischen Dreieck liegen, womit der unmittelbare Zu- 
sammenhang in die Äugen springt, der zwischen den 3 Seiten 
des analytischen Dreiecks und den 3 Kardinalgeraden besteht. ') 

Ein Eingehen auf die zwei ersten Fälle ist nicht nötig. 
Es genüge, nochmals auf den Satz S. 18 und des weiteren auf 
die späteren Beispiele, insbesondere die zugehörigen ^Formen 
{vergl. Beispiel 3 in § 5) hinzuweisen. 

Der dritte FaSl aber möge etwas näher betrachtet werden, 
Fasst man in der Gleichung der allgemeinen Kurve «'" Ordnung 
je die Glieder, welche in x und y von demselben Grad sind, 
zusammen , d. h. liest man die Gleichung aus dem vollständigen 
analytischen Dreieck, wie in Nr. 3, S. 8, nur umgekehrt tnit der 
Hypotenuse beginaeüd, ab, so lautet dieselbe: 

f{iCiy)~^^{a;,y) + (p («)*/) + + fif^^y) + Const. — , 

oder in homogener Form : 

/(a:,y,a))7Ei(p(is,y) + <p{x,y).(o + + tf{x,y).ü) 4- Gönnt. (o = 0. 

Dia Schnittpunkte der Kurve mit der dritten Kardinalgeraden, 
der 00 fernen Geraden w = 0, sind daher : 

{/(^il=o} *'• ILra=o|l • 

d. h. sie bestimmen sich als Schnittpunkte von o) = mit den 
n Nullpuüktsgeraden <p{ä!,y) = (vergl. Anh. B). Also: 



1) Dasa ebenso die 3 Ecken des analytischen Dreiecks in direkter 
BeäehvDg va den 3 Kardin aipunkten stehen , leigt schon das oben behan- 
delte erste Beispiel, iasofern nämlich diejenigen Umrisslinien des 
ftnalytischen Polygons, welche gegen die 3 Ecken des Dreiecks 
gekekrt sind, das Verhalten der Knive in den S Kardinalpunkten 
liefern. Dieser Satz gut allgemein, näheres darüber siehe in § tU . 



Richtungen n. 3. oc fernen Punkten. — Medianen Schnittpunkte. 29 

Satz über die Richtungen nach den «x fernen Punk- 
ten einer Kurve. Das gleich Null geaezte Aggregat 
der Glieder w'" Grades^} einer Kurve n'" Ordnung 
stellt die (Nullpunkts-) Eichtungen nach den n ocfernen 
Punkten der Kurve dar. 

Vorläufig mag noch erwähnt werden, dass die .i-Pormen für 
die Schnittpunkte der Kurve mit den drei Kardinalgeraden die 
Tangenten in denselben direkt nur liefere, wenn diese durch 
einen der drei Kardinalpunkte gehen {vergl. spätere Beispiele); 
haben sie aber eine beliebige Richtung, so wäre zu ihrer Bestim- 
mung eine besondere Rechnung nötig. Für die dritte Kategorie 
dieser Punkte, die oo fernen Punkte, sind die Tangenten in ihnen, 
die Asymptoten, von besonderer Bedeutung, insofern sie das 
„Knochengerüste" der Kurven bilden, namentlich sind sie auch 
wichtig für das Aufzeichnen der Kurve, wie jeder weiss, der ein- 
mal eine Hyperbel konstruirt hat. Näheres über die Berechnung 
der Asymptoten s. in § 7. Übrigens ist zu bemerken, dass auch 
ohne die Berechnung der genauen Lage einer beliebigen Asym- 
ptote die ungefähre Lage^) derselben aus der Diskussion der 
A-Pormen des analytischen Polygons sich erschliessen lässt (s. Bei- 
spiel 8 in § 5). Für komplicirtere Beispiele, ebenso zur Fest- 
stellung des genaueren Verlaufs einer Kurve ist aber die genaue 
Berechnung beliebiger Asymptoten stets vorzunehmen , zumal da 
nach der Methode der Asymptoten-SohniUpimkfsgleichunff in § 7 
weitere Kurvenelemente, nämlich die übrigen Schnittpunkte 
der Kurve mit einer Asymptote, direkt sich mit ergeben. 

3, Die Schnittpunkte einer Kurve mit der ersten, 
bezw. der zweiten Mediane. 

Diese erhält man aus der Gleichung der Kurve in Ver- 
bindung mit y = x bezw. y = — x. Nun kann es vorkommen, 
dass die ,1-Pormen von einem Äst einer Kurve nur ergeben, dass 

1) Die auf der Hypotenuse im analytischen Dreieck liegenden Glieder 
geben dieses Aggregat. 

^) Ebenso kann auch Jür die gefundenen Schnittpunkte der Kurve 
mit den beiden Eoordinatenaxen , aus dem, was die A-Forinen sonst liefein, 
die ungefähre Lage der Tangenten in ihnen ersehen werden. 
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er in einem gewissen, zwischen Hilfskurven gelegenen, Znieiel 
liegt, in welchem nur der Verlauf der Kurve im Unendlicben 
durch Asymptoten oder asymptotische Näherungskurven regulirt 
ist. Wird nun ein solcher Äst von einer der Medianen geschnitten, 
was die Lage des Zwickels im Allgemeinen sofort ersehen lässt, 
80 liefert die Berechnimg dieser Schnittpunkte^) weitere Anhalts- 
punkte über den Verlauf des Asts (vergl. Beispiel 2 in § 5). 
Wird aber der betreffende Ast von den Medianen nicht (in reellen 
Punkten) geschnitten, so kann man, abgesehen von der numeri- 
schen Berechnung einzelner Punkte desselben, auch das iu Nr, 6 
dieses Paragraphen aufgeführte Hilfsmittel, nämlich Berechnung 
der Berührungspunkte der durch die Kardinalpunkte 
gehenden Kurventangenten, zur näheren Peststellung des 
Verlaufs dieses Astes anwenden. 

Was die numerische Berechnung von Punkten eines solchen 
Astes oder von Punkten der Kurve überhaupt anbelangt, so hat 
man, wenn die Eoefficienten Buchstaben sind, für diese bestimmte 
Zahlenwerte anzunehmen, alsdann zu einem willkürlieh angenom- 
menen y oder a: die zugehörigen Werte von x oder y durch Auf- 
lösung einer event. höheren numerischen GrleichuQg graphisch- 
mechanisch oder nach einer Näherangsmethode zu bestimmen, 
oder statt dessen die Schnittpunkte der Kurve mit einer beliebigen 
Nullpunktsgeraden j/ = ^ zu berechnen. Diese drei Berechnrmgs- 
weisen fallen wieder (vergl. auch Anm. S. 20) unter Einen Ge- 
sichtspunkt, wenn man sagt: Berechnung der Schnittpunkte 
der Kurve mit einer beliebigen durch den ersten, 
hezw. zweiten, bezw. dritten Kardinalpunkt gehen- 
den Geraden, oder, wenn man zur vollständigen Berechnung 
der Kurve eine Reibe solcher Geraden in Betracht zieht: Be- 
rechnung der Schnittpunkte derKurvemit den Strah- 
len eines Strahlenbüschels, dessen Mittelpunkt bezw. 
im ersten, zweiten oder dritten Kardinalpunkt liegt. 

1) Dass diese Schnittpunkte auch sonst weitere Kurvenelemente liefern 
und mit Vorteil zur Kontrole für die ßiclitigkeit der Schlüsse aus den 
a-Formen verwendet werden können, leuchtet ein. Der Anfönger liestimme 
diese Punkte für das bisher hehandelte Beispiel, hei dem aehon der gefun- 
dene rohe Verlauf zeigt, dass nur die erste Mediane in reellen Punkten ge- 
sclinitten wird. 
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4. Verhalten einer Kiirye im Nullpunkt. 

(Binomieche Fara^aln.) 
Analog wie das „Aggregat der böclisten Glieder in 
ic und y' einer Kurveagleichung das Verhalten der Kurve 
auf der co fernen Geraden liefert (vergl. Nr. 2 dieses §), so 
erhält man, falls eine Kurve durch den Nullpunkt geht, also 
jedetifalls das Äbsolutglied in ihrer Gleichung fehlt, aus dem 
,Aggregat der niedersten Glieder in ai und 1/* das Ver- 
balten der Kurve im Nullpunkt. 

a) Charakteristische Punkte einer Kurve im Nullpunkt. 
Ist das Äbsolutglied a einer beliebigen algebraischen Kurven- 
gleichung (vergl. erste Gleichung iu § 2) gleich Null, so lautet 
die Kurve 

oder kurz: 

f{x,y) = <f(ic^,y) + (p{x,y) + if{x,y) -H = 

oder noch kürzer: 

/=;^ 4- ^ + y + =^ . 

Die Gleichung ^ = ist eine Nullpunktsgerade, welche die Kurve 
in den Punkten 

i ^=!l «*« I ^"!l 

|«-i-ffi-l-rö + ~0! 1» + « + =0) 



schneidet (vergl. Anh. C). Das y-Eliminat dieses Systems giebt 
eine Gleichung in x, in der das Glied mit x'' das niederste ist, 
und welche daher zwei Wurzeln x gleich Null hat. Die 
Gerade ^ = schneidet also die Kurve / = in zwei zusammen- 
fallenden Punkten im Ursprung, d. h. sie ist Tangente der Kurve 
im Ursprung und zwar 2punktig be- 
rührende Tangente (Figur 10). 
Ist if ein Faktor von y, also: 
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- Fig. 11 bis 18. 




oder fehlt ^, in der Kurvengleichnug ganz, d. h. ist ip = '), so 
hat das obige jz-Eliminat drei Wurzeln x gleich Null. Die 
Gerade y = schneidet also die Kurve in 
drei zusammenfallenden Punkten im Ursprung, 
d. h, sie ist Spunktig berührende Tan- 
gente; der Kurvenpunkt im Ursprung heisst 
ein Wendepunkt der Kurve (Fig. II). 

Ebenso hat das obige T/-Eliii}inat vier, 
bezw. fünf Wurzeln x gleich Null, 
wenn g> Faktor von ^ und ^, bezw, Faktor von y, ^ und ^ 
ist; y = ist eine 4punktig, bezw, Spunktig berührende 
Tangente, im ersten Fall heisst der Kurvenpunkt im Ursprung 
ein Flachpunkt 
(Fig. 12), im zwei- 
ten Fall heisse er 
ein Wendeflach- 
punht (Fig. 13). 
etc. in infinitum. 
Als einfachste, 
zugleich typische 
! zu diesen vier Fällen können die binomischen Parabeln 
(vgl. auch Änm. 2 S. 4) IL, III., IV. u. V. Ordnung dienen, nämlich : 





1^3 



y = 


afi 


y = 


sc* 


v = 

\ 






y 


l 


\ 

y 


+ 


y 


!mmM 


ir.,.i.| 


1^ 


iii 



(Einheit; in allen v 



1) ^ ist von der Form 6"« + «"y ; ist f = und c" = 0, so ist ^ = 0. 
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Die Figuren 10 bis 13 stellen Stüclte dieser vier Parabeln 
in beliebig gedrehter Lage mit Einheit = 2 cm ^) dar. 

Ein Eurveopunkt, in welchem die Tangente in 2 punktiger 
Berührung mit der Kurve steht, heisst em gewöhnlicher Kur- 
venpunkt; steht aber die Tangent« in mehr als 2punktiger 
Berührung mit der KuiTe, so heiase der Berührungspunkt ein 
charakterietisoher Kurvenpunkt. Die einfachsten Fälle des 
letzteren sind der ßeihe nach der Wendepunkt^ der FlachpunJct, der 
Wendeßachpunkt. Insofern der gewöhnliche Kurvenpunkt als An- 
fangsglied, gleichsam als Vorglied, in diese Reihe passt, möge er 
den Namen Ovalpunkt (vergl. auch S. 42 u. 45) erhalten; dem- 
ien sich die vier obigen Parabeln benennen: 




Ovalparabel Wendeparabel Fiachparabel naralel 

Die sich unendlich fortsetzende Reihe der 3 letzten Parabeln möge 
die Reihe der charakteristischen Parabeln heissen. 

Entstehung des Flavlipuukts und des "Wendeflaelipunkts. Die 

Plachparatel a^y = x* iat ein Grenzfall der Kurve 

welche, nach den A-Formen des analjtisclieii Poly- 
gons disktttirt^) oder direkt punktweise bereelinot, 
die Gestalt der Figur 18 hat und welche zwei rasch 
aufeinander folgende Wendepunkte in ilirem Verlauf 
aufweist; mit 6 = geht diese Kurve in die Flach- 
p ar a h e 1 Uher. Dieser Entstehung entsprechend '^ V 

nennen die Franzosen den Flaohpunkt pomt de a — b =i 

double infiexion oder yoiwt äe serpentemmt. — (Einheit /g cm.) 

Etwas allgemeiner kann man die Flachparabel mit & = c = aus der Kurve 

o?y = a:* — (6« + c2) x^ + b^c^ 

= {a^ — Sä){a:ä — cS) 

entstehen lassen; noch allgemeiner ans der allgemeinen parabolischen 

Kurve IV. Ordnung: 

y = Äxi + BffiS + (jafi + Bx + E 

für B^C = J> = E^f). 

') Der Anfönger ■versäume nicht die Tier Piralieln punktweise zu 
beredmen und eie m diesem Ma&sstah in grösserer Ausdchnnng auf MiUi 
metetpapier genau zu Michnen 

^ Dem Aniänger ■welcher diese Diskussion versucht ist zu laten den 
ersten Teil des Beispiels 3 in § 5 sich anzusehen 

Benschle Pmxia dec EurveudlsknsslDn 
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In den beiden französischen und dem dentsciien Namen ist das Wesen 
dieses chacakteristiscben Punktes ausgesprochen , Der Name poirU de 
double inftexim besagt, dass dieser charakteristiBche Punkt duich Vereiii^- 
nng zweier Wendepunkte (vergl. die Figur) entstanden in denken ist, der 
Name pmnt de seirpentement bezieht sieli auf eine zwisclien den Kulmina- 
tionen hindurcl^hende, zur x-Axe parallele Sekante, um weiciie die Kurve 
Oacillationen macht; der Name Fladipatikt endlich halt sieh an das erreichte 
Bnästadium «nd drückt aAia, wie eich das Bild dieses charakteristischen 
Punkts dem Auge darbietet (Teigl. Tig. 12 und 16). 

Ganz analog ist der Wendefiachpunkt {point de tri^le injlexion) ent- 
standen m denken durch Vereinigung dreier Wendepunkte oder 
durch Vereinigung eines Flachpunkts mit einem Wendepunkt etc. 



b) Singulare Punkte einer Kurve im Nullpunkt. 

Verschwinden ausser dem Äbsolutglied a auch die Koeffi- 
oienten b und e der Glieder ersten Grades, so dasa die nieder- 
sten Glieder in x «nd j/ vona zweiten Grade sind, so 
lautet die Kurve : 
—/(ccy) = (dis^ ■+- ecey +_/t/^) + {<?ai^ + /i*V + ^^ + ly^)-h 



alsdann schneidet eine beliebige Nullpunktsgerade p -- Xx die 
Kurve in den Punkten 



^0 



Das y-EIiminat dieses Systems gieht eine Gleichung in w, in der 
das Glied mit x^ das niedrigste ist, und welche daher, was auch 
l sein möge, zwei Wurzeln x gleich Null hat; also: Jede 
Nullpunktsgerade sehneidet die Kurve in zwei im Nullpunkt 
liegenden Punkten, was nur möglich ist, wenn die Kurve mit 
zwei Zweigen durch den Nullpunkt geht, dieser also ein Selbst- 
dterchschnittspunkt , ein Doppelpunkt der Kurve ist. Die Tan- 
gente jedes Zweigs berührt diesen im Allgemeinen 2punktig, 
wenn nämlich der betreffende Zweig keinen charakteristischen 
Punkt im Ursprung hat, und schneidet den andern Zweig 
1 punktig im Ursprung, hat also 3 Punkte im Nullpunkt mit 
der Kurve gemein. 
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Das gleich Null gesetzte Aggregat der niedersten Glieder 
= ^ = dx^ + exy + fy'^ 

der Kurvengleichung stellt ein Geradenpaar durch den NuUpnnkt 
dar, dessen Gerade man durch Zerlegung des quadratischen Fak- 
tors in seine linearen Paktoren [durch Auflösung der quadrati- 
schen Gleichung d{—) + e (''-)+ f =. (f\ erhält. Ist also: 

f -f ■? 
und nimmt man oben ^=0 oder x=0 statt y—lx, so hat 
das «/-Eliminat 3 Wurzeln x gleich Null, also hat sowohl 
Tp = als z — drei Punkte mit der Kurve im Nullpunkt ge- 
mem, d, h. ^ = y,j(^=:0 



ist das Tangentenpaar 
die Diskriminante 6* von i 



Doppelpunkt, Je nachdem 



') 



5* = 4(?/— e^gO 

reell und getrennt j 

ist, sind die Tangenten im Doppelpunkt reell v. zusammenfallend > , 

imaginär konjugirt | 

eigentlicher Doppelpunkt (Fig. 19) I 

d.h. ist derDoppelpuDkt-ein RückkehrpurM (Fig. 20) \ . 

isoUrter oder konjug.Punkt (Fig.21) ) 



I Flg. 3oT] 





(Einlieit in den drei Figuren 1/2 cm.) 
') Über Diskriminante Tergl. Anhang E. 
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Diese drei Figuren sind die Bilder der Gleichung 
(*) ic« + «a^ + cy^ = 

für c = — 1 und. der Reihe nach, ftira = + l, a = 0, a = ^1, 
also der Gleichungen: 

a^ ■+■ (a^ — /) = , a^ — f = , afl — (x^ + f) = Q . 
Der mittlere Fall, in welchem die Diskriminante S* von 
^ Null ist, oder in welchem ^ ein vollständiges Quadrat ist, 
und welcher daher der Diskriminantenfall des Doppel- 
punkts heissen möge, entsteht aus dem Doppelpunkt, indem sich 
die beiden Tangenten gegen einander drehen und schliesslich, die 
Schleife erdrüekencl, (in Fig. 20 mit der a;-Axe) zusammenfallen, 
womit der Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt übei-gegangen 
ist. Während dem rückt der Schnittpunkt S in Figur 19 immer 
mehr gegen den Nullpunkt, bis er im Diskriminaiitenfall {Fig. 20) 
mit ihm zusammenfällt, so dass die Tangente des Kück- 
kehrpunkts 3 Punkte in ihm mit der Kurve gemein 
hat. Zieht sich der Punkt S in derselben Richtung noch mehr 
zurück, so bleibt der Doppelpunkt als isolirter oder konju- 
girter Punkt (Einsiedler) im Nullpunkt zurück, der Zu- 
sammenhang zwischen ihm und der sieh weiter zurückziehenden 
Kurve ist in der Anschauung aufgehoben (nur analytisch ver- 
mittelt durch imaginäre Kurvenzweige); auch sieht man deutlieh 
ein, wie die sieb zurückziehende Kurve zwei Wendepunkte ') er- 
halten muss (Fig. 21). 

Gleichung (*) giebt im mittleren Fall mit <t = die bino- 
mische Parabel 

ä? -V- cif ^^ , 
welche wie die Parabeln auf Seite 32 (vergl. auch Äum. 2 8. 4) 
häufig als Näherungskurve bei der Diskussion von Kurven nach 
dem analytischen Dreieck auftritt, sie ist f tir c = — 1 in Fig. 20 
gezeichnet und möge analog den Benennungen Ovalparabel, Wende- 

1) In BetreiF der Zeichnung beachte man, dass die Tang'ente in einem 
der Wendepnnkte zwischen dem Scheitel S und dem isolirten Pnnkt hin- 
durchgehen mnss, da sonst Tom isolirten Punkt eine Tangente an die Kurve 
möglich wäre, eine solche aber 4 Punkte mit der Kurve gemein hätte; 
analog in andern derartigen Fällen (vergl. auch Figur 24V 
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Safe über das Aggregat der niedeisten Glieder. 37 

parabel, Plachparabel , Wendeflachparabel mit dem sai-hgemässen 
Namen Rückkekrparabel'^) belegt werden. 

Durch Fortsetzung des obigen Scblussverfahrens erhält man 
als Resultat der ganzen bisherigen Unterauehung : 

Satz öl)er das Aggregat der niedersten Glieder einer 
KurTengleiclini^. Sind in einer Kurvengleicbung die 
niedrigsten Glieder in x und y vom j-""" Grad, ist also 
die Gleichung 

/=^ -\-^ -i~ ^ + =0 , 

so ist der Nullpunkt ein r-facher Punkt der Kurve und 
y ==0 

stellt die r Tangenten des »--fachen Punktes dar; 
ferner : 

Wenn ein linearer Faktor von ^ auch Faktor von 
einem oder mehreren der folgenden Glieder ist, so 
hat der betreffende Zweig des f-faehen Punkts einen 
charakteristischen Punkt, nämlich einen Wendepunkt, 
oder Flachpunkt, oder Wendeflachpunkt, oder u. s. w,, 
wenn der lineare Faktor auch Faktor von ^, oder 
Faktor von y und ^, oder Faktor von y, ip und y, oder 
u. s. w. ist. 

Für r= 1 kommt roaa auf den Fall a) zurück, der Nullpunkt 
ist ein einfacher Kurvenpunkt, dessen oo^viele Species der 
Ovaipunkt, Wendepunkt, FlachpunkU Wendeflachpunkt u. 8, w. sind ; 
für r > 1 iat der Nullpunkt ein mehrfacher n^iäc singulärer 
Kurvenpunkt mit den oc^vielen Gattungen, .zweifacher Punkt 
oder Doppelpunkt, dreifacher Funkt, vierfacher Pmikt u. s. w. 

1) Sie führt gewSliiilieli den Namen NeiVsche Parabel, auch s«mi- 
fcufttscAe PaTobel, vfährend die Wendeparabe! y = x^ sonst htbische ParcAel 
heisst. Der letztere Name -wird aber schon deshalb zu yerbannen sein, 
weil der speciellste Fall einer Eanmknrve III. Ordnung oder eines ku- 
hischen Kegelsclinittes so benannt wird. Der Name semikitbüehe 
Parabel aber, gebildet gen^s der Gleichung y = »'/' , ist ala mathematische 
Barbarei zu bezeichnen. 
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Die drei Species des einfachsten singulären Punkts, des 
Doppelpunkts, sind schon oben aufgeführt. Ausserdem kann 
aber beina Doppelpunkt eine weitere Go^-Eeihe von Varietäten 
dadurch auftreten, dass der eine Zweig oder beide irgend einen 
charakteristischen Punkt erhalten [vergl. auch c) S. 46] ; z. B. ist 
für eine SfSrmige Kurve (Lemniskate) der Selbstdurchschnitts- 
pankt ein Doppelpunkt, dessen beide Zweige Wendepunkte haben. 

Der dreifache Kurvenpunkt hat, wieder abgesehen 

von den eben erwähnten Varietäten, deren es diesfalls oo^ viele 

giebt, 4 Species, wie aus dem folgenden sieh ergebea wird. Eine 

Kurve mit dreifachem Punkt im Nullpunkt hat die Gleichung 

f'^^fp -t-^j + ^-H = ; 

die verschiedenen Species des dreifachen Punkts ergeben sich aus 
der Beschaffenheit der Faktoren von w. Der speciellste Fall tritt 
ein, wenn {p drei gleiche Faktoren hat, d. h. wenn die 3 Wurzeln 
der Gleichung y = zusammenfallen oder wenn ^ ein vollstän- 
diger Kubus ist, wofür zwei Bedingungen zvrischen den Koefft- 
cienten von & bestehen müssen. Analog wie die verschwindende 
Diskriminante einer Gleichung, i^mlich 5* = ausdrückt, dass 
die Gleichung eine Doppelwurzel hat, so mögen die beiden Be- 
dingungen für eine dreifache Wurzel ausgedrückt sein durch 

Ä** = , 
wo eben die zwei Sterne andeuten sollen, dass diese Gleichung 
zwei Bedingungen involvirt, zweien Bedingungen äquivalent ist. 
Im Gegensatz zum Diskriminantenfall oder ^*-FaIl heisse dieser 
Fall der S*''-Fall. Man erhält also: Je nachdem für die Gleich- 
ung <p = des Tangententripels die Bedingungen erfüllt sind ^) : 

j"iio , 

nicht drei zusammenfallende | „ , 

„ „ , J Tangenten, 
zusammentallenda 



1) Z. B, für die kubische Gleichung mit Einer Unbekannten 

x^ + Zhx'i + Zcx + ä = 

iat 6**=;0 gegeben durch { -~ ^,1; analog für ^—gT^+fux'hf+liXy'^+ly^—fi . 

Das Zeiohea =^ heisat soyiel als „nicht gleich"; fi**=|-0 bedeute, dasa 

nicht Jjoiiie; Bedingungen erfüllt sind, fi** gesprochen ,6 Kyei Stei 



6 Kyei Stern", 
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Der erste Fall giebt nach der Beschaffenheit dei Diskrimi- 
nantü d* von 9 die drei ersten Specie&, nämlich je nachdem 

hat der dreifache Punkt Eine reelle und zwei weitere 
reelle und getreßnte l 

reelle zusammenfallende [ Tangenten und ist also ein einfacher 
imaginär konjugirte \ 

Doppelpunkt j 

Kurvenpunkt im Verein mit einem Eüakkehrpunkt > , für 

konjugirten Pwnkt ] 
welche Punkte die Schaffung kurzer und bezeichnender Namen 
nicht unbequem wäre. 

Der zweite Fall, der ^**-Fall, giebt als vierte Species 
den dreifachen Punkt mit 3 zusammenfallenden Tangenten, 
welcher Spitspunkt heissen möge (vei^l. Fig. 25, S. 40). 

Beispiel. 

ä!^^p {ax^ + bxy + cf} . 
Der Nullpunkt ist ein dreifacher Punkt mit dem Tangententripel 
gi — y(aa^ + banf+cif) = ; 

die Eine reelle Tangente, welche ein dreifacher Punkt stets hat, 
ist daher jedenfalls die Äbscissenase ^—0. Man hat somit den 
(5**-Fall, wenn das Klammeraggregat zwei weitere Faktoren y 
hat, also wenn 

und die drei ersten Fälle für 

Die 4 Species des dreifachen Kurvenpunkts sind aus der 
folgenden Zusammenstellung und den beigegebenen Figuren 22 
bis 25 zu ersehen, wobei noch erwähnt sein mag, dass die vier 
Kuryen sehr einfach linear berechnet werden können mittels 
eines Strahlenbüschels durch den Nullpunkt (vergl. S. 30 und 
! in § 5). 
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I) a und b nicht beide Null (zum 
Beisp. a = ö, c = 1). 
1) -lac— 6ä<0. iVs(e Specks. 

(z.B. 6 = — V"25 = — 5;Fig.22) 

= y(3a!~y)(2a!-j,) 



2) 4aE— ftä -0. Zwieif« 

(z.B. b = ~Y2i; Fig. 

a:* = j/ (6a;a — V24 . asy 4- J/2) 
= y(V6:a!-i;)ä . 
Dies iat der a*-Pall. 



3) 4ac— ^ä>0. Dritte 

(K. B. 6 = — V23; Fig. 24) 



II) a und 6 beide Null. 



■' U = 

(z. B. c = 1 ; Fig. 25) 
x' = y^ . 
a ist der fi**-Fall, der Spitzpunfct. 




Vierte Species. ' ' ~'~/"\~' — ' — ' 
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Ganz analog wie beim Doppelpunkt geht die zweite Speeies 
ans der ersten, die dritte aus der zweiten hervor. Die vierte 
Speeies, der Spitzpunkt, kann aus jeder der drei ersten enl^ 
standen gedacht werden, wenn nämlich in Figur 22 die beiden 
schiefen, im ersten iind dritten Quadranten liegenden Tangenten 
{um das Bild der Kurve deutlicher erscheinen zu lassen, sind sie 
in Fig. 22 weggelassen) gleichzeitig mit der aj-Ase zusammen- 
fallen und damit beide Schleifen zugleich verschwinden; wenn 
ferner in Figur 23 die Rückkehrtangente mit der cc-Axe zasam- 
menfällt und damit die Eine noch vorhandene Schleife verschwindet; 
wenn endlich in Fig. 24, für welche der dreifache Punkt im Ur- 
sprung aus einem Ovalpunkt und einem in ihm liegenden kon- 
jugirten Punkt besteht, die beiden imaginären Tangenten des 
letzteren mit ilei t-A\e zusammenfallend gedacht werden, womit 
die Einbuchtung lanit ihren zwei Wendepunkten verschwindet. 

Das Beispiel ist &o gewählt, dass im specieUsten Fall, im 
i5**-Fall odei, wie man auch sagen könnte, im speciellsten 
Diskriminantenfall des dreifachen Punkts wieder eine bi- 
nomische Parabel auftritt, Vielehe, der Gestalt ihres Seheiteis 
entsprechend, Spitzfarabel heissen möge. Damit leuchtet zu- 



dürfte, das man zur Veransehaulichung der 4 Speeies des drei- 
fachen Punkts bilden kann^). 

In derselben Weise lässt sich der vier- 
fache Punkt behandeln. Als einfachstes Bei- 
spiel des speciellsten Diskriminantenfalls oder 
des <i***-Palls dieser Singularität erhält man 
wieder eine binomische Parabel, nämlich 

' ^^if , 
welche in Fig. 26 gezeichnet ist und den Na- 
men Biichhehrspitzp arahel (vergleiche auch 
S. 43) erhalten möge, etc. i 




(Einheit 1/2 ' 



1) Würde man, um Symmetrie rar Ordinatenaxe zu erhalten, meder, 
wie iin Fall des Doppelpunkts (s. S. 30), you Anfang an 6 = nehmen, so 
wtiide man im ä*-!"»!! mit c = erhalten 

ai^ = axHf oder a^{a? — ay)-~0 , 
die Eurre wärde also in eine Parabel II. Otdnaog und deren doppelt zu 
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ta § 4, Nr. 4. 

Zusammensiellung der speciellsten Diskriminanien-Singularitäten. 

Typische Beispiele: 
Binomische Parabeln: 



<5*-Fal] des Doppelpnnkts: 

Rückkehrptmht 

= Doppelpunkt mit 2 zus. -fallenden Tangenten 



Fig. 20. 

Hückkelirp arabel 

y' = ^ 



J**-Fall des dreifachen Punkts: 


Kg. 25. 


Spitspunkt 


Spit^parabel 


= Sfaolier Punkt mit 3 zus.-faJlenden Tangenten 


,f ^ X* 


a***-Fall des vierfachen Punkts: 


Fig. 26. 


Mckkekrspitzpunkt 


Rüokkehrspitgparabel 


= ifacher Punkt mit 4 ms, -fallenden Tangenten 






Im Gegensatz zu den charakteristischen Punkten und 
Parabeln mögen diese unter dem Namen specieLlst-singu- 
läre Punkte und Parabeln zusammengefasst werden. 

Abgesehen davon, dass der Spitzpuakt, der auf den ersten 
Anblick dem Ovalpunkt gleicht, ein singulärer Punkt (speciellste 
Üiskriminanten-Singnlarität des 3fachen Punkts) ist, während der 
Ovalpunkt ein einfacher Eurvenpunkt ist, unterscheiden sie 
sieh, wenn man genauer zusieht, auch äusserlich von einander, 
wie der Vergleich der Spitzparabel in Figur 25 und der Oval- 
parabel in Figur 14 zeigt. Während der Scheitel der letzteren, 
der Ovalscheitel, einen dem Auge wohlgeauigen Eindruck 
macht, sozusagen elegant gekrümmt ist, vreist der Spitzscheitel 
eine knictartige — obwohl in Wahrheit fein abgerundete — Bieg- 



zählenden Axe zerfallen. — Symmetrisclie, sehr einfache Beispiele wären 

afi + if* = y (ax^ + cy^'f und («^ -|- yäja ^ j^ (ax^ ■+- ey'') , 
dies sind, wie daa Aggregat der Glieder vierten Grades unmittelbar zeigt, 
gesekloasene Kurven, im Ulirigen analog dem Beispiel i 



Q Text. 
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Speciellst-singuläre Punkte und Paraljeln. 43 

ung auf^). Ganz analog sind die Verhältnisse zwisclien ßück- 
kehrpunkt und Rückkehrspitzpunkt, wie der Vergleich 
der betreffenden binomischen Parabeln in den Piguien 20 und 26 
zeigt, insbesondere wenn man sie m giö&serem Massbtab zeichnet 
Daaa aber die in den vorstehenden Betrachtungen aufgestellten Be 
griffe, z.B. über den Begriff Spitzpunkt^) bisher noch keine vollständige 
Klarheit geherrscht hat, dürften folgende Cita,te beweisen 

Baltzer ^) sagt : „Die Gleiohung Äx^ + Cy* = giebt 3 7weige (da 
von 2 nicht real) an der Tangente x — fi' 

Bei Olebsch*] heisst es; „Die Eurve a;' + Jij;* = hat im Anfangs 
punkt einen dreifachen Punkt mit S in % = zusammenfallenden Tangenten, 
die 3 Zweige legen sich nach Art einer Parabel einfach an die y Ase in (') 
Es wird ^ 

I =-!'!■/< 
also sind zwei Zweige imaginär und empi refU' 
Pieqwet zeichnet die Kurve 

(a;S + y^f — dx^^O 
als ein Oval, dessen beide Scheitel im Nullpunkt und im Punkt (d,0) kaum 
einen wesentlichen Unterschied zeigen, während diese Kurve hei richtiger 
Zeichnung eine vollkommene Eilinie '■) ist , d. h. im Ursprung einen au^e- 



1) Zvrischen die Ovalparabel (Figur 14) und die Spitzparabel 
(Fig. 25) tritt, wae ihre Busseie Form anbetrifft, die Flachparabel [Fi- 
gur 16) mit flachem Scheitel; vergl. auch die Zusammenstellung auf S. 51. 

"} Über eine andere Auffassung des Spitzpunkts oder vielmehr der 
Tangente im Spitzpunkt vom Standpunkt der Dualität möge hier kurz an- 
■ akteristischen i 



geführt werden: Die Tangentei 



eiellst-singulä! 



Punkten einer als Punktgebilde 
Ta^raktlrSucheM Tangenten, wenn man die Kurve auffasst 
als Tangentengebilde, ihre Gleichung also in Linienkoordi- 
naten zu Grunde logt, worüber nihTes im zweiten Teil dieser Schrift 
(siehe Vorwort) zu vergleithen 

ä) Baltaer, analytische Geometrie, Leipzig X&&2, b 3Ü1 
*) CUhsch-tindetnaim Voile'ungen über Geometrie, Leipzig 1876, 
Seite 334. 

s) Beiläufig mag erwähnt werden, dais die folgende Aufgabe auf diese 
Eilinie und damit zu einer sehr einlaihen georaetiisL,hen Konstrafction dieser 
Kurve führt. Die Aufgabe heisst: Die Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks dreht sich als Sehne um einen festen Punkt eines 
Kreises, während die eine Kathete auf einem gegebenen, durch 
den festen Punkt gehenden Durohmesser liegt, was ist der Ort 
des Pusspunktes der auf die Hypotenuse gefällten Höhe? — Zu- 
gleich ist die Aufgabe auch dadurch von Interesse, dass die UmhüUnngs- 
linie der Hohe dieses Dreiecks auf die SUüige Hypocyldoide führt. 
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aproclienen Spitüsoheitel (sie geht durch den Ursprung wie die Spitzpafabel 
y^ =: dx^), im Punkt (d, 0) einen OvalseheJtel hat. Pie^uet '■) sagt hei dieaer 
Kurve; ,ie pomt triple ä l'origine *ie paratt presenter awcufie sing«lariW, 
und hei der aJlgemeinen Theorie des dreifachen Punkte heiast es über den 
Fall dea Spitzpunkts : ,1» forme affectee pw la courbe eg{ la meme gue 
Gelle (Zw point siwpk'. 

Vergleicht man die Reihe der eharakteristiseheu Pa- 
rabeln, nämlich 

y ^ü^ , y=^x^ , y ^x'' , 

mit den speciellst-singulären Parabeln, nämlich 

}f z^x^ , y'^ =0^ , y*-^ iiP , , 

so erhält man durch Betrachtung ihrer oofemen Punkte folgendes. 

Die charakteristischen Parabeln in homogener Form 

ya^ = a^ , i/w^ = X* , yw* ^ a^ , 

zeigen, dass ihre ccferneö Punkte '^) speeiellat-singuläre Punkte 
sind, nämlich der Reihe nach ein 

ßüekkehrpuakt , Spitzpunkt, Eückkehrspitzpkt. , ; 

umgekehrt lassen die speciellst-singulären Parabeln in homo- 
gener Form 

y'^w ~ a^ , ^(o ~ a^ , ^fw =: af , 

ihre ocfernen Punkte als charakteristische Punkte, nämlich 
der Reihe nach als einen 

Wendepunkt , Plachpunkt , Wendeflachpunkt, 

erkennen, viährenddem hingegen für die Ovalparabel 

ym —a? 
sowohl ihr endliche! als ihr ccferner Scheitel ein Ovalpunkt ist. 

1) Piaiuet, Trait^ de göonietrie analjtique, Paris 1882, S. 565 u. 262. 

^) Da a B die Gleichung ya? = x^ in Beziehung auf oi und x gerade 
so gebaut ist, wie die ftleichung <i^io = afi in Beziehung auf y und x, so 
folgt iyfstg\ auch das iPnnap im Anhang F), dass der cofeine Punkt 

j j, Z 1 '^^'" ß'^s'^ren , wie der Bullpunkt p ~ } der letzteren, als Büok- 
kehrpunkt (mit der cofernen Geraden als Euckkehrtangente) zu 
betrachten ist, ~ Durch Vertauschung Ton y und m gehen die charak- 
teristischen Parabeln in die speciellst-singulären über; die Beant- 
wortung der Frage auf S. 27 giebt daher eine Beziehung zwischen je zwei 
solchen Parabeln, mittels deren db eine aus der andern leicht konstrairt 
werden kann. _^ 

hosecbyCoOglC 



CO ferne Punkte der binomischen Parabeln. 45 

Zugleich zeigen die Bilder der binomischen Parabeln, wie 
ein ccferner charakteristischer, bezw. apeeieUst-siagulÜrer Punkt 
mit der cßfernen Geraden als Tangente besebaffen ist, d. h. wie 
die beiden Kurvenzweige ins Unendliche streben müssen, um einen 
in gegebener Richtung liegenden oofernen Punkt als derartigen 
Kurvenpunkt zu besitzen. 

Für die allgemeine binomische Parabel mit der Gleichung 

j)"— aT homc^en: y'a''-"=ai"' (ni>M) 

möge der im Ursprung liegende Punkt entsprechend deti Exponenten 
von )/ und a; bezeichnet sein durch das Symbol 

[», »] , 

wobei, gemäss dem Satz S, 37, die erste Zahl n ausdrückt, dass 
der Nullpunkt ein »i-facher Kurvenpunkt mit n zusammen- 
fallenden Tangenten ist, dass also jede Nullpunktsgerade die 
Kurve in n in ihm liegenden Punkten schneidet, während die 
zweite Zahl m besagt, dass die Tangente y = mit der 
Kurve m Punkte im Nullpunkt gemein hat'). 
Ihrem ocfernen Punkt entspricht das Symbol 

[»^.,«.] 

d. h. derselbe ist ein {m — 9i)-facher Punkt, welcher (m — n) mit 
der oofernen Geraden zusammenfallende Tangenten hat, während 
die Qcferne Gerade m Punkte mit der Kurve gemein hat. 

Der einfache Kurvenpunkt hat das SymM [l,mj, für 
m = 2 ist er ein gewöhnt. Kurvenpunkt oder ein Ovalpunkt, 
für m>2 ein charakteristischer Punkt, also (vergl. S. 32): 

[1,2] I [1,8] I [1,4] I [1,5] I 

Ovalpunkt | Wendepunkt | Flachpunkt j Wendeflaehpunkt \ 

Für m>2 ist [l,2m| ein höherer Plachpunkt, [l,2m + l] 
ein höherer "Wendeflaehpunkt. 

Ein speciellst-singulärer Kurvenpunkt hat das Symbol 
[m — l,m] für m>2; also {vergl. S. 42): 

I [2,3] I [3,4] 1 [4,5] I 

[Rückkehrpunkt ' Spitzpunkt \ Rückkehrspitzpkt. I 

1) Denn mit der Tangente «/ =t kombinirt giebt die Gleichung 
a;"' 7= d. h. m-mal die Wurzel Hüll. 
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46 § 4, Nr, 4. — Fig. 27. 

Zum Schhiss dieser Betrachtungen über die charaliteristi- 
aehen, singulären und speciellst-singularen Punkte soll 
noch erwähnt werden, dass bei der Diskussion einer Kurve aus 
den X-lPormen des analytischen Polygons in jedem einzelnen Fall 
die verschiedenen (e, e)-Linien des analytischen Polygons 
der Kurve einen vollständigen, ja sogar in den meisten 
Fällen einen vollständigeren Änfschlnss über das Verhal- 
ten einer Kurve im Nullpunkt liefern, als der Satz (S. 37) 
über das Aggregat der niedersten Glieder, insofern 
man sehr häufig nicht allein die Eichtungen der Tangenten im 
Nullpunkt, sondern Näheruuggkurvenbögen erhält, wie schon das 
erste in den §§ 1 bis 3 behandelte Beispiel gezeigt hat. Diese 
Bemerkung gilt ebenso auch für die in der folgenden Nummer c) 
angeführten Fälle. 

e) Die eharaktepistisch-singulären Punkte einer Kurve 
im Nullpunkt. 
Es wurde schon oben (S. 38) bemerkt, dass aus dem Doppel- 
punkt eine Gc'^-Reihe von Varietäten dadm-ch hervorgehe, dass 
einer oder beide der im Doppelpunkt sich schneidenden Zweige 
irgend welchen charakteristischen Punkt bekommen. Während die 
aus der ersten Species des Doppelpunkts, dem eigentlichen 
Doppelpunkt, auf diese Weise erhaltenen Kurvenpunkte vreiter 
kein besonderes Interesse darbieten und die aus der dritten 
Species, dem isolirten Punkte, sieh ableitenden Punkte für die 
Anschauung vom isolirten Punkt sich nicht unterscheiden^), bilden 
die aus der zweiten Species, dem Diskriminantenfall des 
Doppelpunkts, hervorgehenden Punkte, als Selbstberührungs- 
punkte eine wichtige Kategorie von singulären Kurveupunkten, 
von denen im folgenden ein^e der einfachsten Fälle aufgeführt 
werden sollen. 

Wie der einfache Punkt, den die Kurve 
(1) q, + g) + g)+ = 

im Ursprung hat, ein charakteristischer Punkt ist, wenn ^ 

') Als Beispiel hiefür diene die Kurve x* + y^ = aß + y\ 
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Charaiteristisch-singuläre Punkte; Selbstberührungspunkt. 47 

PaMor von einem oder mehreren der folgenden Glieder der Gleieh- 
xmg (1) ist, so ist der Doppelpunkt mit zwei zusammen- 
fallenden Tangenten, den die Kurve 

(2) 9)^ -!- y + y + = 

im Ursprung hat, wenn ^ ein Paktor von einem oder mehreren 
der folgenden Glieder der Gleichung (2) ist, ein Kurvenpuntt, 
den man als charalcteristtsch-singulär bezeichnen dürfte. 

Ist zunächst (p ein Faktor von ^ so schneidet die Tacgente 
^—0 die Kurve 4punktig im "Ursprung, was nur möglieh ist, 
wenn die heiden Kurvenzweige des Doppelpunkts sich berühren, 
die Kurve also im Ursprung im Gegensatz zum Selbstdurch- 
schnittspunkt einen Selbstberührungspunkt (s. Fig. 28} hat. 
Die Natur eines solchen Punkts läsat sieh leicht mit Hiife 
des analytischen Dreiecks genetisch bestimmen, womit zugleich 
ein erstes Beispiel für die umgekehrte Kurvendiskussioii 
(s. Vorwort) gewonnen wird. Nimmt man nämlich die x-Axe 
als Tangente ^ = , so müssen die beiden Zweige der Kurve 
wie die heiden Ovalparabeln 

w^ — ay ^ und ä:^ — by •— 
durch den Nullpunkt hindurchgehen, d. h. die Kurve verhält sicii 



= {oB^ -^ ay) [x^ — hy) = af' — {a + b)x^y -\- aby^ . 
In dem trinomischen Paktor rechts stehen sowohl die Expo- 
nenten von X als die von y in arithmetischer 
Progression, die Glieder desselben liegen also 
im analytischen Dreieck (s. Fig. 27) auf Einer 
Geraden , welche im vorliegenden Fall eine 
(fi, E)-Liiiie sein muss. 

Eine Kurve IV. Ordnung, bei welcher ein 
solches Verhalten im Ursprung zum erstenmale * 
auftreten kann, wird ausser den Gliedern des trinomischen Fak- 
tors, der allgemein von der Form 

(3) «a^ + ßx^y + yy" 

ist, nur die in Figur 27 mit Kreuzen bezeichneten Glieder ent- 
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^ 4 Nr 4 



i K 



ini 



halten können so da'st, man die allgemeinste Kurve dieser Art 
sofort anzuschreiben im Stande ist 

Die bekinnten diei Falle weLhe in Beziehung auf die Dis- 
kriniinante (5* = iny — ß l>-b tnnomischen Paktors (S) auftreten 
können, geben die drei Speeiet, dieses '^elbstberUhrungs- 
punkts. 

Beispiel. Obwohl eine Kurve IV. Ordnung als Beispiel 
ausreichen würde, dürfte doch die folgende Kurve V. Ordnung 
(4) a^ + aar'-t- ßx'y + ^/^ = 
A B C D 
ein geeignetere Paradigma abgeben. Für « = — 2 , jä — 8, 
y = — 6 wii-d die die («, e)-Linie liefernde i-Porm : 
A BCD (e, e) 

cf -2{!^^ 4^y + 3/) = 

die Kurve geht also wie die beiden Pa- 
rabeln a;^— 3/= und ic^ — 3j/ = 0durch 
den Ursprung und hat, nach vorstehender 
und den weiteren A-Pormen diskutirt oder 
-X direkt punktweise berechnet, die Gestalt 
der Figur 28. In diesem Fall ist tJ* < ; 
der Kurvenpunkt im Nullpunkt ist ein ei- 
gentlicher Seibetberührungspunkt, 
den man etwa auch Biovalpunkt nennen 
könnte ^). 

Lässt man die zweite Parabel' mit 
^^ der ersten zusammenfallen, womit S*~0 

wird, so geht die Kurve über in 

^ = 2(a^— # , 
womit die im zweiten Quadranten liegende Schleife erdrückt wird 

1) Hier sind die beiden Wurzeln, welche der gleich Null gesetzte ti'i- 

nomiiche Faktor für — liefert, positiv, daher liegen die beiden Zweige des 

SelbetberülirungEjunkts auf derselben Seite der Tangente; ist die eine WurKcl 
positiv die andere negativ , so liegen die beiden Zweige au Terschiedenen 
Stiten der Tangente 
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und der SelbstbertthrungSfiunkt in einen sogenannten Schnahel- 
punkt (oder Rtlckkehrpunkt zweiter Art) sich verwandelt. Bei 
diesem liegen, im Gegensatz zum gewöhnlichen Kückkehrpunkt 
(Büekkehrpunkt erster Art) , die zwei die ßückkehrtangente be- 
rührenden Zweige auf derselben Seite der Tangente; um das Bild 
dieser Kurve und des Schnabelpunkts zu haben, denke man sich 
die erwähnte Schleife in Fig. 28 weg, — Aus der letzten Gleich- 
ung würde man sehliessen : Die Kurve geht zweimal wie die Parabel 
x^ — 1/= durch den Nullpunkt; da aber die rechte Seite dieser 
Gleichung stets positiv ist (vergl, auch Nr. 8 dieses §), so muss 
es auch die linke Seite sein, d. h. w kann nicht negativ sein, 
für die Kurve gilt also in der Nähe des Nullpunkts um- der im 
ersten Quadranten liegende Bogen der Parabel als doppelt zu 
denkender Näherungskurvenbogen , wodurch eben der Schnabel- 
punkt, als Diskriminantenfall des Biovalpimkts, zu 
Stande kommt. 

Wird endlich S* > 0, so werden die beiden Parabeln ima- 
ginär, der Nullpunkt ist ein isoUrter Selbslberührungepunkt, der 
sich in der Anschauung vom isolirten Punkt (S. 35 Fig. 21) 
nicht unterscheidet, die Kurve verändert sich in analoger Weise, 
wie aus Figur 20 die Figur 21 oder aus Figur 23 die Figur 24 
hervorgeht. 



Zunächst wäre nun ganz in derselben Art der 
betrachten, in welchem y in Gleichung (2) 
Faktor von ^ und <p ist. Es genüge aber, 
nur den speciellsten und einfachsten Fall her- 
vorzuheben , den man aus Gleichung (4) mit 
« = und (S = in Gestalt der weiteren bi- 
nomischen Parabel V. Ordnung 

a^ -I- yy^ = 
erhält; ihr Bild ist für )-= - 1 aus Fig. 29 
zu ersehen , sie möge nach der eingeschlage- 
nen Terminologie Rückkehr flachparahel 
heiasen; ihr Seheitel im Ursprung ist als ein 
Büokkehr/lachpunkt mit dem Symbol 
[2, S] zu bezeichnen, etc. ete. 



Fall 



(Einheit i/; 
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50 § 4, Nr. 4 und S. — Fig. 30. 

In zweiter Linie wären für die Kurve 
^^ + ^ + ^ + = 

die Fälle z« untersuchen, wo w Faktor von ^, oder Paktor von 



y und y, oder u. i 



ist. Als Beispiel 



aus dieser Gruppe möge nur die in "Fi- 
gur 30 dargestellte binomische Parallel 
Y. Ordnuug 



— i— -i-x angeführt weiden. Dieselbe soll Wende- 
spiteparabel, ihr Mittelpunkt im Ur- 
\ spmng Wendespitspunki genannt wer- 

\ den, Ditö Symbol des letzteren ist [3, 5]. 

^ Die beiden soeben gewonnenen bi- 

nomischen Parabeln stehen in Beziehung 
(Einheit ifc em.) ^^^ j^^^ j^ zweiten und dritten Kardinal- 

puukt liegenden Punkte in derselben Beziehung zu einander wie 
die charakteristischen zu den speciellat-singulären Parabeln (vergl. 
Seite 44), nämlich: 



ßückkehrflachparabel yW = af'\ 



Der OD f. Punkt der __. , . , ' , , 
Wendespitzparabel 

Wendespitzpunkt i 
Rückkehrfiachpunkt [ 



Während für die beiden früheren binomischen Parabeln 
V. Ordnung 

yw* = af und i/*(a = x^ 

von ihren beiden ausgezeichneten Punkten der eine ein charak- 
teristischer, der andere ein singulärer (speciellst-singulärer) 
Punkt ist, sind für die zwei neuen Parabeln die ausgezeichneten 
Punkte beide singulär (charakteristisch-singulär). In Beziehung 
auf diese beiden Punkte lassen sieh daher die zwei Paare als 
monosinguläre und bisinffuläre binomische Parabeln uater- 
scheiden. Analog für die noch höheren binomischen Parabeln. 
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Durch Zusammeaatellmig der 9 gfinetiseh gefundeiieQ bi- 
nomischen Parabeln IL bis V. Ordnung nach dem Schema 
y"'+' = a:^ : Typus des ,,Bund"'^ankts 

y"" =0!^-^^: Typus d. Z-iäctteArpunlits 
erhält man folgende Tabelle (vergl. auch Anmerk. 2 S. 4 und 
Änraerk. 1 S. 43): 



!/ = i' (Fil.lt) 


J-K (FiU6) 


J"-»' (Fi|, 2S) 


Parabel 


Plachparabel 


Spltepaiabel 


11.2] 


P,*] 


13.4] 


S = «' (FiHS) 


».«■ (FiU?) 


'/■-•f (Fil, äO) 


Wende-Parabel 


Wende-Plachparabel 


Wende-SpitKparabel 


U,31 


[1,5] 


[8,5] 


y' = ^ (Fi|.2D) 


>■ = !• (FII.2S) 


tl'^i' (Fll.ü) 


Rücktebr-Parabel 


Ruckkehr-Flacbparabel 


Eückkehr-Spitzparabel 


P,S] 


[2.5] 


l«.6] 



5. Verhalten einer Kurve in den beiden ccfemen 
£ardinalpunkten. 

(Binomisohe Hyperbeln.) 

Wie die nach steigenden Potenzen von w und p oder (vei- 
gleiche Änm, S. 8) nach fallenden Potenzen von i» geord- 
nete Kuwengleichung, falls einer oder mehrere der Faktoren 
der höchsten Potenzen von m verschwinden, das Verhalt«a der 
Kurve im Nullpunkt oder im dritten Kardinalpunkt liefert 
(vergl. Nr. 4 dieses §}, so erhält man ganz in derselben "Weise 
aus der nach fallenden Potenzen voü x bezw. ;/ geordneten 
Kurvengleichung, falls einer oder mehrere der Faktoren der 
höchsten Potenzen von x bezw. y verschwinden, das Verhalten 
der Kurve in den beiden Gcfernen Punkten der Koordi- 
natenaxen oder im ersten und zweiten Kardiaalpunkt. 

Die ganze Entwicklung der vorigen Nummer iässt sich wört- 
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52 §. 4, Nr. 5. — Fig. 31. 

lieh auf diese beiden Fälle übertragen. Es genüge zwei Beispiele 
anzufübieii. 

a) Die Kurve III. Ordnung (s. IJeispiel 5 in § 5) 

in welcher das Glied mit a^ fehlt, giebt aus der nach Patenten 
von X geordneten Gleichung 

zu erkennen, das3 die Kurve im ersten Kardinalpunkt, im 
aofernen Punlit der a'-Axe, die Gerade 

)/ + 1 = 
zur Tangente, Asymptote, hat. 

b) Die Kurve III. Ordnung (s. Beispiel 6 in § 5) 

giebt ans der nach Potenzen von p geordneten Gleichung 
(^ä + ^ „ 2) y + (2^ -i- «> - 1) = 
oder {x~l){x + 2)i/ + (x + l) (2a—l) ^ 
zu erkennen, dass die Kurve im zweiten Kardinalpnnkt, 
im xfernen Punkt der i/-Axe, einen Doppelpunkt mit 
dem Tangentenpaar, Äiymptotenpaar: 

(a^ — 1) (a^ + 2) = 
hat. — Man mache dieselben Schlüsse aus der nach Potenzen 
von X geordneten zweiten und aus der najjh Potenzen von y ge- 
ordneten ersten Kurvengleichung. 

Auch hier gilt wie in der Nummer 4 (s. S. 46), dass die 
A-Pormen des analytischen Poljgons wieder einen vollständigen, 
in vielen Fällen sogar vollständigeren Aufschluss über das Ver- 
halten einer Kurve in den beiden ocfevnen Kardinalpunkten 
liefern, wie schon das erste in den §§ 1 bis 3 behandelte Bei- 
spiel geze^t hat und wie aus den Beispielen in § 5, ferner aus 
§ 6 und 7 des näheren hervorgehen wird. 

Ein ooferner Punkt einer Kurve, in welchem die ücferne 
Gerade Tangente ist, heisst ein ooferner parabolischer Punkt, 
hat aber die Kurve in einem oofernen Punkt eine vom Endlichen 
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ausgehende Tangente ane Asymptote m heiist dfi&elbe ein 
Goferner hyperbohsehei Punkt {\ng! auch S 2^) 

Wie die biiiomi''cheo Piiabeln fur erstere, 3o liefern die 
binomischea Hyperbeln fui letztere die einfachsten Beispieli, von 
typischem Charakter. 

Die allgemeiiie binomische Hyperbel hat die Gleichung 
x"'t/f = const. 
oder in homogener Form 

x"y^ =: conet. m"'^^ 
Der erste Kardinalpunkt rLnl ^^* (vergl. 8. 45) das Symbol 
[ß, ß + i?], d. h. er ist ein |S-facher Punkt mit ß zusammenge- 
fallenen Tangenten i/ = 0, die Tangente y — hat im Unend- 
lichen {a + ß) Punkte, also keine weiteren Punkte mit der Kurve 
gemein; ebenso ist [«, a + ß] das Symbol des zweiten Kardinal- 
punkts p ^ 1 ■ 

Beschränkt man sieh auf die binomischen Hyperbeln 
II, bis V. Ordnung, so erhält man folgende Zusammenstellung 
{vergl. auch Anm. 2 S. 4), 

I) Binomische Hyperbeln. Ordnung, Hyperbel schlechtweg. 
1) Ä^ = 1 homogen: w>j = m^ ■ 
Beide Kardinalpunkte 



haben das Symbol [1,2]; 
die beiden Koovdinaten- 
axen sind Spunktig im 
unendlichen berühr- 
ende Asymptoten. 

Dieser Fall entspricht 
der binomischen Parabel 
II. Ordnung y = ^, der 
Oralparabel oder Parabel 
schlechtweg. 




äcbyCoogle 




il 



l g 4, Nr. 5. — Fig. 82 bis 35. 

) Mööosinguläi-e binom. Hyperbeln III., IV. ii. V. Ordiig. 
2) x^y = 1 homogen : x^y — m^ . 
Der erste Eardinal- 
piinkt mit dem Symbol 
[1.3] ist ein Gcferner 
hyperboi. Wende- 
punkt mit der Ab- 
scissenaxe y=0 als 
Asymptote. Der 
zweite Kardinalpunkt 
mit dem Symbol [2, 3] 
ist ein ccfernerhyper- 
bol. ßüetkehrpunkt 
mit der Ordinatenaxe 37=0 als Asymptote. 

3) a^y = 1 homogen : a^y = w* . 

Der erste Kardinal- 
punkt mit dem Symbol 
[1,4] ist ein oferner 
hyperb. Flachpunkt 
mit y ~ als Asym- 
ptote. DevzweiteKar- 
dinalpunkt mit dem 
Symbol [3, 4] ist ein 
Qcferner hyperbol. 
Spitzpunkt mit^^O 
als Asymptote. 

4) x*y = 1 homogen : 

Der erste Kardinal- 
punkt mit dem Symbol 
[1,5] ist ein ccferner 
hyperb. Wen deflacli- 
punkt mit y = als 
Asymptote. Der 
zweite Kardinalpunkt 
mit dem Symbol [4,5] 
iatein ccfern. hyperb. '^'V 

Rückkehrspitzpunkt mit ic=0 als Asymptote. 




a;V = ö 
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Üiiiotnisohe Hyperbeln. 5o 

Während für die binomischen Parabeln, bei welchen der 
ne ausgezeichnete Punkt im Endliche!!, der andere im Unend- 
chen liegt, bei der Nomenklatur derselben nach ihrem im End- 
chen (im Nullpunltt) liegenden ausgezeichneten Punltt zwei Reihen ; 
charakteristischen und die speciellst-singulären Parabeln unter- 
schieden werden mussten, Mit für die hinomischeu Hyperbeln, hei 
welchen beide ausgezeichneten Punkte im Unendlichen liegen, 
dieser Unterschied weg, beide Reihen fallen in Eine s 
■Analog im nächsten Fall. 

ni) Bisinguläre Hyperbel V. Ordnung. 



!>?y^^ 




5) aP'i/ ~ 1 homogen : 
Der ei"ste Kardinal- 
punkt mit dem Symbol 
[3, 5] ist ein ocferner 
hjperbol. Wende- 
spitzpunkt mity=0 
als Asymptote, Der 
zweite Kardinalpunkt 
mit dem Symbol [2, 5] 
ist ein od ferner hy- 
perbolischer Bück- 
kehrflachpunkt mit ai 

Aus den Bildern der binomischen Hyperbeln ersieht man 
folgendes. Steht eine Asymptote, ic-Ase und y-Ase in Figur 31, 
in 2punktiger Berührung mit der Kurve, so liegen die beiden 
der Asymptote sich nähernden Kurvenzweige auf verschiedener 
Seite der Asymptote, steht aber die Asymptote, ai-Axe in Fig. 32, 
in Spunktiger Berührung mit der Kurve, so liegen die beiden- 
an der Asymptote sich hinausziehenden Zweige auf derselben 
Seite der Asymptote. Dies zeigt sich geometrisch ganz deutlich, 
wenn man in Fig. 31 und 32 eine zur (u-Ase parallele Sekante 
zieht und diese der Asymptote sich Immer mehr nähern lässt. 
Nimmt man noch die Figuren 33 und 84 hinzu, so erkennt man : 
Steht eine Asymptote in^®^^ .J-punktiger Berühr- 
ung mit der Kurve, so liegen die beiden der Asymptote 
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ch nähernden Kurvenzweige anf 1 



ichiedenen Seiten . 
aelbea Seite '^ 



Asymptote, und weiter: Je mehrpunktig die Berührung 
einer Kurve und einer Asymptote ist, oder: je höher 
ein hyperbolischet- charakteristischer Punkt ist, um 
80 rascher wird die asymptotische AnBäherung sein 
(vergl. auch den Satz S. 23, sowie Nr. 7 dieses §). 

Analoge Betrachtungen lassen sich über die hyperbolischen 
speciellst-singulären Punkte gemäss den Figuren 32, 33 und 34, 
sowie über die ocfernen hyperbolischen Punkte in Figur 35 an- 



AIe Anhang zu den binomi sehen Kurven soll hier noch ein 
Mittel angegeben werdün, mittels dessen man dieselben analytisch datch 
eine Snhstitntion, graphisch durch eine Konstruktion reihen- 
weise aus einander ableiten kanD. 

Setit man in der Gleichnng einer beliebigen Kurve 
(1) f(x, y) = 

^ an Stelle von y, so erhält man die Kurve 



(2) 



= f{. 



■■1^) = ^ 



so erhält i 
Gleichunge 



1 beliebiger Pnnkt der Knrve (1), also; 

(«) /■M) = o , 

lan die Kurve (2) als rt,6-Eliminat aus 

j « = ^ 1 (j3) , X 



(n) und den beiden 



Der dem Pnnkt [a,V} der Knrve /= 
entsprechende Punkt {x,y) der Kurve 
p = bestimmt sich somit als Schnitt- 
punkt der Geraden {|9) und (j). Daher 
(a, Fig, 36) Konstruktion der Kurve (3) 
aus der Knrve (1): Ziehe die Gerade 
k^P, fälle auf sie von (o,&) das 
Lot, projieire dessen Fusspunkt 
(ji,6) vom Nullpunkt aus auf die 
durch (a, 6) zur y-kt^ gezogene 
Parallele a; = (i, so ist der letat- 
erhaitene Punkt der dem Punkt 
elende Pnnkt (;.,y) der K^^v^f ^ö^I-^. 



Eoit enweise Kniatinkti n der bmim Kiiven aus finii ler ^7 

Umgekehrt erhält man die Kurve (1) auK In Kurve (2) analyti tb 
dunh Snbstitutaon toii — an Stelle vi y orailiich lur h Lmkehruii}, 
der obigen Konstniktion 

Dl SuKtitution ».n Stelle ^on y hei se de \ orwirts Subst 
tution die üubstitution — an btelle von y heisse die Ettckwärts Sub 

Etitntion Wendet man die erste Substitution auf eine gegelene Kurve 
dii uni auf die entstehende Kurve wieler dieselbe fenlttitution u s f so 
erbUt min eine Ee hp von Kurven welche die Vorwaitskarven der ge 
gebenen kuiven heissen mösen durch mehrmal „e Anwendung der zweiten 
"Substitution auf die gegebene Kaive eih&lt man leren Elickwärtsknri en 
Nimmt man p zur E nbeit so hit i in fii iie binomischen Kurven 

1) Die V rwartskurieii der eisten Mediare y = r m 1 der 
Eeihe nach die binomischen Parabeln; 



rend als deren Eackwärtskurven zunächst a:(y~l) — Ü und 
n aus i/ = l der Eeihe nach die binomischen Hyperbeln 

xy = l ; 'jßy = 1 , 3?y = 1 , x^ = 1 

i ergeben (vgl, Fig. 14 bis 17 auf S. 32 u. Fig. 31 his 34 auf S. 53 u. 54). 

2) Vertauscht man in der erst gewonnenen Parabel x und y, so erhält 
: Die Vorwärtskurven der Parabel j/^ = « sind der Eeihe nach 

3 ROckwärtskiirven sind: 

yAf = \ , xhß = 1 , x^'y^ = 1 , 

3) Die Vorivärtskurven der Wende-Parabel y^ - x sind der 



ihre EUckwärtskurven sind: 

x^iß = 1 , x^y^ = 1 , ■Jfiiß = 1 , 

etc. etc. 

6. Diskriininaiitenpuiikte einer Km-Te in Beziehung auf die 
drei Kardinalpuokie. 

Das oben liBhaniielte Beispiel einer Kurven diskiission hat 
schon gezeigt, wie man bei der Bestimmung des rohen Verlaufs 
einer Kurve aus den ^l-Formen des analytischen Polygons die 
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§ 4, Nt. ( 



- I'ig. 37 bis 



näherungsweise Lage ihrer Idilmiiiatioiispunkte (Mtixima und 
Minima) in Beziehung auf die x-, sowie y-Axe erschliossen kann, 
wie man ebenso die näherungsweise Lage der Berührungspunkte 
der Nullpnnktstängenten , ein Seitenstüok zu den Kulminations- 
punkten, erhält; auch wurde schon erwähnt, dass diese 3 Gattungen 
von Punkten, betrachtft als Berührungspunkte der durch die 
3 Kardinalpunkte gehenden Tangenten einer Kurve, 
kurz als Berührungspunkte der Kardinalpunkts lang en- 
ten, unter denselben Begriff fallen. 

Durch Vergleich der Figuren 37 und 38 erkennt man, dass 



die Frage nach den Kulminationspunkten einer Kurve in Bezieh- 
ung auf die ic-Äxe oder nach den Berührungspunkten der durch 
den ersten Kardinalpunkt gehenden (der horizontalen) Tangenten 
auch so gestellt werden kann: Für welche Werte vony hat 
die Gleichung einer beliebigen algebraischen Kurve 

(1) /(<.,») = , 

betrachtet als Gleichung in a;, zwei zusammenfall- 
ende Werte von x, d. b. eine Doppelwurzel w^ Die 
Antwort auf diese Frage ist : 

Die x-Diskriminante iai Gleichung f{a!,y)^0, d.h. 
die Diskriminante dieser Gleichung, betrachtet als 
Gleichung in x, liefert die gesuchten Punkte^). 

Diese Frage ist also lediglich eine Diskriminanteiifrage. Da- 
her mögen diese Punkte einer Kurve Diskriminanten'punkte in 



') Über Diskriminante yergl. Anhang E. 
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Diskriminantenpunkte einer Kurve in Bez. auf d. 3 Kardiiialpuiikte. 59 

Beziehung auf den ersten Kardinalpunkt oder kurz die ersten 
Diskriminantenpunkte heissen. Diese ,- . — , 

Benennung wird auch dadurch gerechtfertigt ' — — J 

erscheinen, dass nicht allein die Berühr- 
ungspunkte der horizontalen Tangen- 
ten, sondern auch die event. vorhandenen 
Doppelpunkte (siehe Fig. 39) unter diesen 
Begriff fallen. 

Wendepunkte mit horizontalen Tangenten und 
dreifache Punkte sind in analoger Weise erste S**-Punkte'') 
der Gleichung f{x,y) — 0, als Gleichung in sc be- 
trachtet; etc. etc. Da aher, wenn >5** = ist, jedenfalls auch 
d* = ist (ebenso wenn ^*** = u. s. w.), so erhält man bei 
der Bestimmung der ersten Diskriminantenpunkte oder der ersten 
^^-Punkte zugleich auch die charakteristischen Pnnkte mit hori- 
zontalen Tangenten, sowie auch alle singulären Punkte, falls 
solche vorhanden. 

Zu welcher Gattung von Punkten irgend einer der gefun- 
denen «ersten Diskriminantenpunkte' gehört, wird bei der Dis- 
kussion der Kurve aus den A-Pormen in jedem einzelnen Fall 
meist ohne weiteres sich ergeben. Geometrisch leuchtet ferner 
unmittelbar ein, dass ein Doppelpunkt (singulärer Punkt) in Be- 
ziehung auf den ersten, zweiten und dritten Kardinalpunkt zugleich 
Diskriminantenpunkt ist {vgl. auch den ersten Satz S. 63), so dass 
bei der Bestimmung aller drei Gattungen von Dis- 
kriminantenpunkten die Berührungspunkte derKar- 
dinalpunktstangenton analytisch geschieden werden 
von den singulären Punkten. 

Für die ersten Diskriminantenpunkte hat man gemäss den 
vorstehenden Betrachtungen den Satz : 

Die gleich Null gesetzte ^-Diskriminante der 
Gleichung einer beliebigen Kurvn 

') Wa ilaruntir ?« \er tehui '.t wud aus lern Bpf,nff „erste Dis- 
krimmintenpunktf' unl aus den »as in Ni 4 S ^b Ober 6** gesagt ist, 
unmittelbar einleuchten 
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{1) /(^.?/) = Oder (1') /(^,?;7,) = 00, 
d, h. das ic-Eliminat des Systems 

(1) I /(»=,») =.o> 

^=0 



(2) ^ 



oder das aj-Eliminat des einfacheren Systems 
(2) 1 f = ) 



(3) f = (i = 1) 



Die Punkte j ^^^ ^ ^^j 



liefert eine Gleichung zur Bestimmung der Ordinalen 
der ersten Diskriminantenpunkte der Kurve /(.r,i/) — 0. 

Da 7:-= 0, aowie „(l = Kurven darstellen, so kann 
man den Satz auch folgendermassen im Sinne des Princips der 
Simultauität (vergl. Anh. C) aussprechen; 

fl_x,y)=^0 j (1) 

(2) 

oder einfacher: die Punkte \ . > 

1 -g = 0|» = l)(3) 

sind die öiskrimiDantenpunkte in Beziehung auf den 
ersten Eardinalpunkt oder kurz die ersten Disbri- 
minanteiipunkte der Kurve f(x,y) = 0. 

"Während aus dem Sjsteni der Gleichungen (1) und (2) 
die ersten Diskriminantenpunkte als Schnittpunkte der zu unter- 
suchenden Kurve (1) und der Kurve (2) sich hestimnien, bietet 
das System der Gleichungen (2) und (3) den Vorteil dar, dass 
sich die fraglichen Punkte aus zwei neuen Kurven bestimmen. 
Überdies mag noch erwähnt werden, dass diese zwei Kurven 

1) Diese Gleichung soll ausdrücken, dasa die Gleichung (1), als Gleich- 
ung in X betrachtet, homogen gemacht worden ist, indem man - an Stelle 
von a; setzt. 
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Erste, zweite und dritte Diskriniiniiiitenpnntte. 61 

häufig tinfith koiibtmirt oder berechnet weiden könuen womit 
ilinn die eisten Dibkrimitiiutenpunktf graphisch hehtimmt sind 

Wild die Gleithunj^ der Kuive (1) ala Gleichung lu y allem 
betiachtet und in Beziehung ^uf y homogenitjut indem man ^ 
in Stelle \}ii / '-etzt so wird man lieselbe bthreibnu 

(1 ) /(i y^) = 

Wild dieselbe endlii,ii in dei homogenen Foira 

/(.?;i7») = 

als Gleichung in w allein betrachtet und in Beziehung auf w ho- 
mogenisirt, indem man y an Stelle von w setzt, so soll dieselbe 
gesehrieben werden: 

(1") /(»,!,;ST) = . 

Man hat daher, wenn man sich auf die letzte Fassung des obigen 
Satzes beschränkt, cykliseh fortschreitend, die weiteren Sätze: 
Die durch die Systeme 

(5) f = (, = 1) ' (7) f = (j^i, 



dargestellten Punkte sind die Diskriminantenpunkte 
in Beziehung auf den zweiten, resp. dritten Kardinal- 
punkt oder kurz die zweiten, resp, dritten Diskri- 
minautenpnnkte. 

Aus den Gleichungen (1'), (1") und (1'") ergeben sich 
na«h dem Euler'st^heü Homogenaatz (vergl. Anhang E) fflr 
die Kurve die drei A-Formen i ■ 



(9) 



. + t = « « = » 



("> "5. +f = " * = " 

welche analog den ^-Formen des analytischen Polygons ais 
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62 § 4, Nr. 6. — Fig, 40 u. 41. 

^-Formen der ersten, der zweiten, bezw. der dritten Dis- 
kiiminantenpuiikte liezeichüet sein mögen. An äiese drei 
Formen scUiesst sieb als trinomische J.-Form die Differen- 
tialforra 

der Kurvengleichiing an (vergl. Anh. E). 

Es wurde gefunden: Für die ersten, zweiten, dritten Diskri- 
minanfcenpuntte mnss jedenfalls bezw. ■—- , -g- , , ?erscbwinden. 
Die näcbste Präge wird daher sein: Wie ist ein Punkt einer 
Kurve beschaffen, ftlr welchen zwei (und nur zwei) der 
drei partiellen Differentialquotienteu verschwinden? 

Ein Punkt, für welchen z. B. ;- =^ und ivlä"« I 
y- = , ist zweiter und dritter Diskrimiaauten- 



punkt zugleich, seine Tangeute muss also durch 
den zweiten und dritten Kardinalpnakt gehen, d. h, 
sie ist die erste Kardinalgerade oder die Axe a; = 
(vergl. Fig. 40); also Satz: 

Ein Kurvenpunkt, für welchen zwei ' 

und nur zwei der drei partiellen Differentialquotienteu 



&f 



versehwinden, 



61 
für welchen be: 



stattfinden, ist ein auf dei 
ersten I zw 

Kardinalgeraden liegender Diskriminantenpunkt'), 



df 

Stil 
die Bedingungen 

\ «y ! 

dritten 



1) Für den dritten FaU gestaltet sieh das 
geometriBclie Bild, wie in nebenstehender Figur, et 
ist ftbo im Allgemeinen ein in beliebiger Kichtung 
liegenäer ocferner parabolischer Punkt (vergl. auch 
S. 23 und S. 52). 



\ 
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Diskriminanteiipunkte auf den Eardinalgeradcn ; sing. Punkte, 63 

Endlich hat man den Satz: 

Ein Knrvenpunkt, für welchen alle drei partiellen 
Differeatialquotienten versehwinden, d. h. für welchen 



'f 


= 


8a; 




V 

»y ' 


= 


W _ 


= 




8ü> 





ist Disliriminantenpunltt in Beziehung auf alle 3 Kar- 
dinalpunkte d.h. ein Doppelpunkt (singulärer Punkt) ^). 
Die vorstehenden Sätze ergehen sich auch sehr einfach aus 
der homogenen Form der Taögentengleichung (vergl. Anh. E) 

im Punkt [ie,y,to) der Kurve (1); nämlich: 

1) Ist der Koefficient der ersten, zweiten oder 
dr!7(ew Veränderliehen in der Tangen tengleiehung gleich 
Null, 80 geht die Tangente hezw. durch den ersten, 
zweiten oder dritte» Kardinalpuükt. 

2) Sind die Koeffieienten der zweiten und dritten, 
der dritten und ersten, oder deic ersten und zweiten Y er- 
anderlichen in der Tangentengleichung gleich Null, so 
ist die Tangente hezw. die erste, zweite oder dritte 
Kardinalgerade. 

3) Sind alle drei Koeffieienten in der Tangenten- 
gleichung gleich Null, so wird dieselbe 

O.Jt:+O.Y+0.fl=;0 , 
d h sie wii'd eine identische Gleichung, welche durch jeden he- 

i^ Da in den LehtMcbern der Differentialrechnung meist kein Ge- 
brauch von der homogemaii enden Veränderlichen gemacht wird , so findet 
sich m denwlben liuhg dei Satz; Tür einen Doppelpunkt der 
Kur-ve ist 

nx.y)^0 , -l^-^O und ^^'- = . 

Dass der Satz in dieser Form unrichtig ist, zeigt der dritte Teil des ohigen 
dreifachen Satzes (Seite @2 unten). 
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liebigen Punkt der Ebene befriedigt ist oder welche jede beliebige 
Gerade der Ebene darstellt. Jede Gerade des Punktes (x,ii,ui) 
muss somit als eine die Kurve in zwei zusaromengefallenen Punkten 
schneidende Gerade betrachtet werden, der Punkt ist also ein 
Doppelpunkt der Kurve (vergl. auch S. 37). 

1, Grad der asymptotischen Aunähernn^. 

Im Anschlusa an die obigen vorläufigen Eeuierkungeii über 
die Asymptoten möge hier folgendes angeführt werden. Um für 
eine Kurve, deren roher Verlauf mit Hilfe der ^-Formen des ana- 
lytischen Polygons gefunden ist, weitere Anhaltspunkte über den 
genaueren Verlauf zu gewinnen, kann man für eine geradlinige 
Asymptote oder eine asymptotische Kurve derselbe!! an irgend 
einer Stelle, welche zweckentsprechend zu wählen ist, den Grad 
der asymptotischen Annäherung mittels desselben Princips 
bestimmen, welches man zur näherungsweisen Auflösung einer 
numerischen Gleichung mit Einer unbekannten nach der sog. 
A^wfon'schen Methode') verwendet Ist nämlich 

(1) /(^,!/) = 

die gegebene Gleichung einer Kurve n'" Ordnung und c/ {x, ■(/)~0 
eine durchs analytische Dreieck gelieferte asymptotische Kurve 
derselben, so daas also (1) von der Form ist: 

(r) 0=f{x,y) = (fix,y).^{w,if}-hxix,y}^) ) 

+ ^ ist ferner (x, y) eiu beiiehiger 
Punkt der asymptotischen Kurve 
9 (iB, y) — , und {x -\- e, y) ein 
demselben y entsprechender Punkt 
der gesuchten Kurve (1), so hat 
man: 



1) Die betreifende Eegel lautet bekanntlich; Ist a eine Nälievungs- 
Wurzel der Gleichung f{x) = , ao ist die Korrektion h an dieser Wurzel: 

ä) In Gleichung (I") S. 15 z. B. wäre 
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(2) 0=/(« + .,;,)=/(»,j,) + .| + J5+ + -i,S 

oder, da/{a;,j/) für einea a«f (p(ic,j/) = liegenden Punkt ge- 
mäss (1') in yi{ic,y) übergeht: 

() «('■")+«2 + =;-3+ +5S=«- 

DiPsc rrleichun^ liefeifc für alle Punkte der Kurve {1'), welche 
II f dei duiLÜ Puntt {% i/) zur Abscissenaxe gezogenen Paralleleii 
lifgen ibie Entfeinungen vom Punkt {x,y). 

Nimmt man oun den Punkt {x, y) auf der bekannten Kurve 
f{7 ij)=z'i) bo weit lusftn an, dass e verglichen mit co klein 
1 t hit n in mit Vernachlässigung der höheren Potenzen von 
fi als Annäherung gemäss (2): 



oder einfacher gemäss (3) 

I .- :i(^.y) 



wobei natürlich aufs Vorzeichen von g zu achten ist, Beispiel 2 
giebt eine Anwendung hievon. Aus dem für s gefundenen Wert, 
verglichen mit dem zugehörigen a;, erkennt man auch, ob an der 
betreffenden Stelle überhaupt schon von Annäherung die Rede 
sein kann. 

Nähern sich der Kurve i/j = zwei') Zweige der Kurve 
(I) asymptotisch, was aus dem analytischen Polygon stets er- 
sichtlich, so bestimmen sieh die Annäherungen e aus der quadi-a- 
tischen Gleichung 

In diesem Fall können auch die beiden der Hilfskurve sifih nähern- 
den Zweige imaginär werden, was der Fall ist, wenn diese quadra- 
tische Gleichung für alle in Betracht kommenden ai,y imaginäre 
Wurzeln für e liefert. 

1) Analog für mehr als swei Zweige. -, . 



m § 4. Nr. 8. 

Lie^^ die a \mit tisch Kmye so, daas die Zunahme j; von 
V die klemtre ist s) hat man m derselben Weise: 

«("') + '! !J + I'f. + = » ■ 

Dass liesP Metholp ebenso auf geiadlinige Asymptoten anwendhav 
ibt iowie iur Bestimmung der Abweichung einer KurVB von einer 
im Endh he n (im Nullj unkt) Oblmlirendeu Kurve benützt werden 
kann leuchtet em 

8. Signiruug der beiden Seiten einer Hilfskurv«. 

Ist 

/(^,y) = 

die Gleichung einer beliebigen Kurve, so ist der Ausdruck (die 
Funktion) f{_x,y) für alle Punkte der Kurve = 0. für alle übrigen 
Punkte der Ebene ^= , und daher auf der einen Seite der Kurve 
positiv, auf der andern negativ. Auf welcher Seite der Aus- 
druck positiv, auf welcher negativ ist, d. h. welche Seite der 
Kurve positiv, welche negativ xu signiren ist, ergieht 
sieh am rt^chesten, indem man für x,y die Koordinaten eines 
beliebigen (nicht auf der Kurve gelegenen) Punktes substituirt, 
wobei man stets eine der Koordinaten Null, oder, falls die Gleich- 
ung ein Ahsolutglied enthält, beide Null setzen kann. Wird die 
Ebene von der Kurve iu mehrere Teile geteilt, so findet der 
Wechsel von + in — mehrmals statt; man schreibt in die Fi- 
gur in die verschiedenen Bäume zu beiden Seiten der Kurve am 
bequemsten die Zeichen H- tmd — ein. 

Beispiele : a) Für die Gerade J^ + .% + C = 
ist, je nachdem C^O ist, diejenige Seite p^^'y zu signiren, 
auf welcher der Ursprung liegt, die andere Seite je mit dem ent- 
gegengesetzten Zeichen; dies ergiebt sich aus der Gleichung mit 
« = und 1/ = unmittelbar, 

b) Fall einer durch den Ursprung gehenden Geraden siehe 
Beispiel 3 in § 5. 

e) Für die Parabel -if -■ x^Q ist der Teil, in welchem 
die positive iC-Axe liegt, mit — , der andere mit + zu signiren; 

«rgi. Kg. I s. i. „.„...Google 



ichung aß — an/ + y^ = Q 
ihrer Diskriminante oder durch Auflösung der 
)'- (-1-1-1 = sofort s 
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d) Die Gleic 
stellt , wie aus 
quadratischen Oleiel 

ein imaginäres Geradenpaar dar, dem der Nullpunkt als 
reeller Schnittpunkt zukommt. Daher kann für reelle Werte von 
X und y der Wechsel Ton + in — nirgends stattfinden, der 
Ausdruck (a:^ —xy + -tf) ist also entweder stets positiv oder stets 
negativ, und da er z. B. für i/ = positiv ist, so ist (aj^— iCT/ + t/^) 
för alle reellen Wertepaare von {x,y) stets positiv mit 
Ausnahme des Wertepaars (0,0), für welches der Aus- 
druck Null ist. Analog für die linken Seiten aller, imaginäre 
Kurven darstellender Gleichungen. 

Liegt nun die Gleichung einer zu untersuchenden Kurve 
in irgend einer A-Porm vor, z. B. 

(f{oc,y) = ^>{x,y) , 
sind ferner die beiden Hilfs-Kurven y =: und ip^= 0^ welche 
die Ebene in eine Reihe von Zwickeln teilen, eingezeichnet, sind 
endlich für jede der Hilfskurven die beiden Seiten mit + oder 
— signirt, so leuchtet ein, dass keine reellen Zweige der ge- 
suchten Kurve in denjenigen Zwickeln Hegen können, welche ent- 
gegengesetzte Signirungen enthalten. Man wird in der Zeichnung 
etwa diese Zwickel schraffiren, damit das Auge festhalten kann, 
durch welche Zwickel keine Kurveazweige gehen. 

Diese Methode der Signirung der beiden Seiten 
einer Hilfskurve ist besonders dann von Nutzen, wenn das 
analytische Dreieck überhaupt wenig Kurvenelemente, inabesondere 
viel imaginäre Elemente liefert. Beispiel 2 in § 5 giebt eine 
Anwendung der Methode. 

9. Koordinatentransforniation. 

Endlieh soll hier noch kurz erwähnt werden, dass die Ver- 
änderung des Koordinatensystems: — Parallelverschiebung des 
Systems, Drehung desselben oder beides zugleich; Einführung 
eines geeigneten schiefwinkligen Systems, wenn die Gleichung auf 
ein rechtwinkliges System bezogen ist und umgekehrt, Einführung 
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Ö8 § 't. Nr. 9. - Fig 4n. 

von Polarlioordiaaten — ein wirksames Hilfsmittel zur Kurven- 
diskussion bildet, insofern mau dadurch komplicii-tere Gleichungen 
auf einfachere , unsymmetrische Gleiehungen auf symmetrische 
Formen u. dergl. bringen kann. 

Nimmt man a. B, Pavallelversehiebiing des Systems vor, 
indem man 

j !£ — ce' +f \ 

\ y = y'-\-(j I 

setzt, und geht dadurch die vorgelegte Kurve 

f{ß,y) = 
über in 

9 (i»'i ?/) = Ö , 
80 kann man, wenn mau die letztere Gleichung aufe analytische 
Dreieck legt und hiernach über die eingeftthi-ten willkürlichen 
Grössen p und rj verschiedene Bestimmungen ti'ifft. jedenfalls 
zwei, häufig auch (wenn nämlich mit den zwei gleich Null ge- 
setzten Koefficienten der neuen Gleichtmg auch andere Koeffi- 
cieuton Null werden) mehrere Glieder der neuen Gleichung aum 
Versehwinden bringen. Die so erhaltene Gleichung liefert neue 
Näherunga- und ^-Hilfskurven (vergl. Anm. 1 S. 17 und Bei- 
spiel 3 in § 5) zur Bestimmung des Verlaufs der gesuchten 
Kurve. Beispiel 5 in § 5 giebfc eine Anwendung hievon. 

Nimmt mau insbesondere für den Punkt (p, q) irgend einen 
Punkt der Kurve, so dass in der Gleichung ff=0 jedenfalls das 
Absolutglied *j fehlt, so erhält man aus den (e, e)-Linien der 
transformirten Gleichung das Verhalten der Kurve in dem be- 
treffenden Punkt ip,g); vergl. auch die Sätze und Bemerkungen 
in § 4, Nr. 4. Aus den in § 4, Nr. 6 entwickelten Sätzen über 
die Diskriminautenpunkto wird einleuchten, dass man den neuen 
Ursprung vorzugsweise in diejenigen (endlichen) Punkte 
der Kurve verlegen wird, für welche einer oder zwei 
oder alle drei der partiellen Differentialquotienten 



V 8/; af 



, ^ verschwinden. 



'>) Dieses ist f{p,g_), so dass f(p,q)^0 Eiae der Tiestimmungen 
ist, die man in diesem Fall über p und q trifft. _^ 



Kooräinatentransiormation parallel-verschobcne Kurve. 



69 



Endhoh möge liiPi noch det Satz von der paiallel-ver- 
Hchobenen Kuive SPine Stelle finden; derselbf ist dn sich sehr 
hequem und leis^tet gute Dien&t«, insbesondere fui zusammenge- 
setztere Hilfskurven (vergl. z, B. die (ra, ;a)-Linie auf Ö 80). 

Statt nämlich das Koordinatensystem parallel zu 
verschieben und die Gleichung einer vorgelegten Kurve auf 
das üeiie System zu übertragen, kann man auch umgekehrt die 
Kurve parallel verschieben und ihre Gleichung in Bezieh- 
ung auf das unverändert bleibende Koordinatensystem direkt fol- 
L ganz elementar und sehr einfach bestimmen. 

Ist AB in Figur 43 eine beliebige Kurve mit der Gleichung 



= 



- .T-Ase um die Grösse i 



und wird diese Kurve parallel zur 
und dann parallel zur 
-I- y-Axe um die Grösse 
ß verschoben (was da- 
durch geschieht , dass 
man jeden Punkt der- 
selben in dieser Weise 
parallel verschiebt), so 
dass dieselbe in die Lage 
Ä'B' kommt; ist fer- 
ner (^, i;) ein beliebiger 
Punkt der gegebenen 
Kurve, {x, y) der Punkt, 
in welchen (|, tj) durch 
Parallel-Terschiebung kommt, 
j |-h«=^ 1 

l v-^ß = y I 

Da der Punkt (^,7j) auf der 
/{li^j) = oder gemäss den letz 

diese Gleichung besteht also für einen beliebigen Punkt (x^p) 
der parallel-verschobenen Kurve, somit für alle ihre Punkt«, d. h. 
sie ist die Gleichung der Kurve A'B'; also: 




oder 



giebt die Figur unmittelbar: 

( yi = y~ß I 
ibenen Kurve liegt, so ist 
Gleichungen ; 
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Satz von der parallel -vei'scliobeneii Kurve. Die 

üleichuiig 

stellt die um « parallel zur -h*-Äso und «m ß pa- 
rallel zur +i/-Axe verschobene Kurve /(a;,)/) = dar. 
Beispiele ! a) Auf der ersten Stufe dei' analytischen Geometrie ist 
sehr leicht zn zeigen, daes 

mx + ny — 
eine Gerade durch den Ursprung darstellt, also ist 

tn{x — a) -hniy ~b) — oder mx ■-]- ny = ma + nb 
die um a, bezw. um 6 parallel - verschobene Gerade, d. h. die Gerade 
durch Punkt («, 6) parallel anr Geraden ma: + nj, = <l oder, wcmi 
das Verhältnis m:n willkürlich ist, eine beliel)ige Gerade durch 
l'unkt (a,J>), woraus mit 

folgt: Die Gleichung 

mw -[- «y = c 
.stellt eine beliebige Gerade in der Ebene dar. 

b) Die Gleichung 

{:,~a)^+[y^bf = r^ 
stellt den um a, bozw. ö parallel-verachobenen Kreis a^ + j/^ = r^ 
d. b. den Kreis mit Mittelpunkt (a,Ö) und Eadius r dar, 

c) Die Gleichung (vergl. Beispiel 6 in § 5) 

xy -i-!E-~2y — 1 = 
wird ohne weiteres auf die Form 

{' )(» ) = 

(a,- 2)(!,4-l) = -l 
gebracht , und stellt also die um 3 parallel zur + a^-Axe nnd um — 1 pa- 
rallel zur + y-Äie verschobene Hyperbel xy =: — 1 dar. 

d) Die Gleichung 

y^x'^ + hx + c oder y — ic r I = ^e + '^- ) 



stellt die um — ■„ parallel zur + ic-Ase und u 



&a\ 



rallel zur+y-Axe veracholjone Parabel y — x'^ dar. Hierauf beruht 
meine graphiscli-meclianische Methode nur Auflösung numerischer Gleich- 
ungen i). Wie diese Methode zur punktweisen Berechnung von Kurron ver- 
wendet werden kann, zeigen die Beispiele 10 und 11 in § 5. 

I) Vergi. meine Schriften über „Graphiach-mechanisclie Hethode zur 
Auflösung der numerischen Gleichungen" und , Graphisch-mechanischer Ap- 
parat zur Auflösung numerischer Gleichungen", Stuttgart 1884 und 1885. 
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Vermisclite Beispiele zur KurTenJiskussion, 



§ 5. Vermisclite Bcisiiiek zur Kurvcndiskussion. 

Im Auschluss an das in den §§ 1 bis 3 behandelte Bei- 
spiel 1 folgen hier, um den Leser mit der Methode zur Dis- 
kussioü der algebraischen Kurven aus den i-Formen des 
analytischen Polygons vertraut zu machen, weitere Beispiele, 
bei denen die verschiedenen vorkommenden Näherungs- und A-Hilfa- 
kurven nach und nach antti'eten. Zugleich werden bei den ein- 
zelnen Beispielen auch die in § 4 aufgeführten sonstigen Hilfs- 
mittel da und dort benutzt. 



(1) 


ABC 


ie Jl-Fonnen de 


analytischen Polygons sind : 


(!■) 


1 JB(»,») C 


(1") 


/ Aa(m,a) B 


(1-) 


1 A BC(8,b) 


Man zeichne (s. Fig. 45) ausser den 




1 Koordinatenaxen die 
beiden (ra, eB)-Linien, nämlich die Parabehi 

AB: y^—w — O und Aö: af — 3/ = 
auf Millimeterpapier und verdicke ihre ins Unendliche strebenden 
Zwe^e. Der erste und der zweite Kardinalpunkt sind also 
^icferne gewöhnliche parabolische Punkte der Kurve, deren 
jeder für zwei ccferne Punkte zu rechnen ist, wie auch aus der 
Gleichung {!) nach dem Satz im § 4, Nr. 2 zu ersehen, denn 
nach diesem Satz sind a^if — die Eichtungen nach den c»fei-nen 
Punkten der Kurve. 
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^ 5. — Vig. 45, 



Die (e,e)-Linie BC, nämlich 

0=a^ + i/' = {x+y){x^ — wy + y'') ') , 
zRrMt in die reelle Gerade ib + y = , die zweite Mediane, 
und in awei imaginär tonjugirte Geraden und giebt dadui'cli zu 
erkennen, dass die Kurve wie die zweite Mediane, welche eben- 
falls eingezeichnet und im Ursprung verdicid; ^) wird, und wie die 
zwei imaginären Geraden durch den ürapning hindurchgeht, was 
auch aus dem Satz über das Aggregat der niedersten Glieder 
S. 37 hervorgeht. Die Kurve hat also im Ursprung eiuen drei- 
fachen Punkt mit einem reellen und zwei imaginär konjugirten 
; der reelle Schnitt- 



punkt der letzteren ist als 
ein im Ursprung auf der 
Kurve liegender konjugirter 
Punkt zu betrachten, was man 
durch einen in den Ursprang 
gesetzten Tupfen bezeichnen 
mag, damit derselbe als ein 
dreifacher Punkt der Km-ve 
fürs Auge markirt ist; vergl. 
die dritte Species des drei- 
fachen Punkts S. 40 Mg. 24. 
Weder die beiden Parabeln, 
nooh die zweite Mediane 
noth die beiden Koordinatenaxen hiben endhthe Sehnittpiinkte 
mit dei Ivuive gemun 

Dies liest man aus Jen k Foimen ab damit la&st sieh aber 
die Kurve sofort emzeiebnen Em Ast deiselben beiuh)t die 
zweite Mediane im Uispiung und zieht sich von hiei im zweiten 
und vierten Quadianten enthng dei beidtn Piiabiln mit z^ei 




Statt diesei Zerlej,img dea kubischen Faktors in einen hnpari-n 
TinJ einen qua Iratisclien Fiktcr kann man aidi seine Zerlegung m die 3 
linearen Fakt ren 

Turnehjii n wo j unl j^ lie bellen imaginäien Werte von yi 'i nd 

) Die&e Verdickung ist in Pignr 45 nicht sichtbar da die gp^uthte 
Kniye itaik e ngeze clmet ist . 
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Zweigen ios Unendliche, Aus den im ersten Quadranten ver- 
laufenden Zweigen der beiden (ra, raj-Parabeln schliesst man, dass, 
zwiaclien diesen eingeschlossen, ein zweiter Ast der Kurve liegen 
muss. Um von der Krümmung der einen Parabel in die der andern 
übergehen zu können, muss dieser Ast notwendig zwei Wende- 
punkte, eine Kulmination gegen die ic-Äxe sowohl als gegen die 
i/-Axe, also eine glockenförmige Gestalt haben. Weiter schliesst 
ma,o aus den beiden Parabeln: die ooferne Gerade ist eine Doppel- 
tangente der gesuchten Kurve mit den beiden oofernen Punkten 
der Koordinatenasen als Berührungspunkte. 

Um einen weiteren Anhaitapunkt für diesen zweiten Kur- 
venast zu haben, wird man, da die erste Mediane diesen Äst 
notwendig sehneiden muss (vergl. auch § 4, Nr. 3), diesen Schnitt- 
punkt berechnen, man erhält als einzigen endlichen Schnittpunkt 
den Punkt (+ 2, + 2}, Da ferner, was auch schon vorher hätte 
bemerkt werden können, die Gleichung symmetrisch in w und y, 
also die Kurve symmetrisch zur ersten Mediane ist, so ist der 
Punkt (2,2) der Scheitel des glockenförmigen Astes, der nun mit 
annähernder Sicherheit eingezeichnet werden kann. 

Nachdem der Verlauf einer Kurve in dieser Weise aus den 
^.-Formen des analytischen Polygons festgesetzt ist, ohne dass 
man die Berührungspunkte der Kardinalpnnktstangeuten 
{vergi. § 4, Nr. 6; S. 58) bestimmt hat, könnte sich die Frage 
erbeben: Besitzt die Kurve nicht irgendwo ein zu ihr 
gehöriges geschlossenes Oval** Dass eb '■ich nui um ein 
geschlossenes Oval handeln kann, ist klar denn füi lUe ms Un- 
endliche strebenden iste liefert das malj tische Poljgon direkt 
genügende Anhaltspunkte. Liegt abei ]igendwo noch ein ge- 
schlossenes Oval, das die Koordinatenasen oder sonstige Hilfskurven 
des analytischen Polygons nicht achneidet, so ist klar, dass die 
yt-Formen hierüber keinen Aufschluss geben. 

Die Nichtmöglichkeit eines solchen beliebig irgendwo liegen- 
den geschlossenen Ovals wird in den meisten Fällen dadm-ch am 
raschesten zu entscheiden sein, dass bei der Annahme eines soleben 
Ovals Gerade gezogen werden könnten, welche, wenn die Kurve 
voa der w"" Ordnung ist, mehr als n Punkte mit der Kurve ge- 
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mein liaben würden, wodurch man in Widerspnieli mit dem all- 
gemeinen Schnittpnnkts-Satz (vergl, Anhang C) gerät'). 

Für das vorliegende Beispiel auch so ; da der Nullpunkt 
eia dreifacher Punkt der Kurve ist, so kann jede Nullpunktsgerade 
nur noch Einen Schnittpunkt mit der Kurve gemein haben, dies 
ist aber, wie das gewonnene Bild der Kurve zeigt, für jeden 
Nullpunktsstrahl bereits der Fall, also kann nirgends mehr ein 
weiterer Bestandteil der Kurve vorbanden sein. 

Ähnliehe derartige Überlegungen werden in jedem einzelnen 
Fall die Niehtmöglichkeit eines solchen beliebig liegenden ge- 
schlossenen Ovals meist rasch ersehliessen lassen. Diese "Unter- 
suchung bleibt bei den folgenden Beispielen weg. 

Gerät man aber bei der Annahme eines solchen Ovals in 
keinen Widerspruch, so überzeugt man sich von der Existenz 
desselben — falls keine einfache punktweise Berechnung der Kurve 
möglich ist — meist am bequemsten durch Bestimmung der 
Berührungspunkte der Kardin alpunktstangenteu, 
wodurch zugleich die Lage und die Form des Ovals näher be- 
stimmt wird. 

Die vorliegende Kurve soU auch als Beispiel dienen für die 
Schlüsse, die aus den Signirungen der beiden Seiten 
einer Hilfskurve (vergl. § 4, Nr. 8) gezogen werden können. 
Schreibt man die Gleichung (1'") in der Form 

ir II == (' + w) {x'- — cßy + 'f) , 
so erkennt maji die linke Seite cc^y^ ist für reelle Werte von x 
und y stets positiv, ebenao (vergl. § 4, Nr. 8, Beispiel d) dei- 
Faktor (ic'^ — ^71/ -I- y^J auf dei rechten Seite, und da {x + y) auf 
derjenigen Seite der Geiaden u +y —'i positiv ist, auf welcher 
die positive iu-Äse liegt, auf der andern also negativ ist (vergl. 
die Signirung in Fig. 45) , so folgt sofort , auf letzterer Seite 
können keine reellen Zweige der Kurve liegen, — Analoge Schlüsse 
ergeben sich aus den beiden andern ^,-Pormen (1') und (1"). 



1) Hiebe! möge anf folgendes fehleraeigendee Hilfsmittel aufmerksam 
gemacht werden ; Ist eine Kurvo n'" Ordnung diakutirt und gezeiclinet und 
es zeigt sioh, daes eine beliebige Gerade mehr als n Punkte mit der 
Ktave gemein hat, so wird man dadmeh auf einen begangenen Fehler auf- 
merksam gemacht. ,-> . 
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Anwendung der Signirnng und des Grads der asjmpt. Antiähernng. 75 

Ferner diene noch diese Kurve als Beispiel füi- die Borecli- 
Eung des Grads der Annäherung an eine asymptotische 
Hilfsliurve. Ist {a3,y) ein beliebiger Punkt der asymptotischen 
Parabel ACoder w^ — y = 0, und ist [si+ s,y) der entsprechende 
Punkt der Kui-ve (1"). so hat man gemäss S. 65 

^1 



Man nehme nun p willkürlieh an, bereehae aus der Parabel- 
gleichuDg aP'-~-y = das zugehörige x und damit e ans vor- 
stehender Gleichung; man erhält folgende Tabelle, aus welcher man 
den Grad der Annäherung an die asymptotische Parabel ersieht: 



im ersten Quadranten 



3 


» 


, 


S 


ys 


0,jj 


4 


2 


0,15 


5 


Vr> 


0,1! 


9 


3 


0,.t 



ini zweiten Quadranten 

—2 
-V5 



Für ;/ = 2 und x —- V2 — l,4i erhält man s = 0,53 , und daher 
a;-\- e ~ 1,94 statt 2 , so dass also schon an dieser imgünstigen 
Stelle die Methode ein angenähertes Eesultat ergiebt. 

Was endlich die punktweise Berechnung der Kurve 
anbelangt, sj [,escbiLht dieselbe, da der Ursprung ein dreifacher 
Punkt ist, am bet[uemgteu durch Berechnung der Schnitt- 
punkte dei Kurve mit den Strahlen eines NuUpunkts- 
Strahlenbuschels 

y — Xx , 
wo X willkürlich ist (vergl. S. SO); für den endlichen Schnittpunkt 
der Kurve mit einem solchen Strahl erhält man: 



ädbyCoogle 



76 



5 5. — Fig. 46. 



woraus man für verschiedene Werte von X die Kurve so genau 
bereclmen kann, als man will. Diese Berechnuiigsweise kann 
auch folgendermasaen modiflcirt werden (vergl. auch § 4, Nr. ],c). 
Wenn eine Kurvengleichung nach m (oder y) auflösbar, ins- 
besondere wenn dieselbe linear ia ac ist, so wird man zur punkt- 
weJseu Bereclinußg die Auflösung vornehmen. Nun ist die Kurve (1) 
linear in w, man kann daher zu einem willkürlich angenommenen 
Wertepaar x,y das zugehörige m oder besser sogleich — leicht 
berechnen, alsdann ist (— , --) der entsprechende, auf dem Null- 
punktsstrahl des willkürlich angenommenes Punktes ix^y] liegende, 
Punkt derKurve. Die Gleichung giebt: 



0. Kä^/S 

und damit folgendeb Schema zur ra&chen Beiechnung derKurve; 



willknrlich 
ajigenonuneo 


l)«^i,hna 


dlbO 

dpr 


Punkte 
Kurve 


~~~r' 


' 


i 


ü 


J/_ 


1 


1 


2 


2 


2 


5 


4 
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2,',-, 



Die punktweise Berechnung einer K\u-ve bleibt bei den fol- 
genden Beispielen meist weg, da dieselbe, wenn sie in einfacher 
Weise möglich ist, leicht bewerkstelligt werden kann, und da der 
Schwerpunkt dieser Schrift darin zu suchen ist, den Verlauf einer 
Kurve im Grossen und Ganzen festzulegen mit Hilfe dessen, was 
die ,i-Pormen des analytischen Polygons^) an die Hand geben, 



') Hiezn kommt nur noch, namentlich in kom[)licirt«ren KLIleii (vergl. 
auch S. 29), die genaue Betechnnng boliebig liegender Ajsyniptoten (3. in g 7), 
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Punktweise Bercchiinng einer Kurve mittels <o, — Beispiel 3, 77 

Für diese Diskuseionsmethode ist der Grad äer Gleichung, wenn 
dieselbe nicht gar zu viele Glieder hat, im Allgemeinen Neben- 
sache; z. B. für die Kurve 

i^V 4- !/* — iB^ ■+- ^i/ = , 
welche in .v und w kubisch, in y biquadratiseh ist, und für 
welche daher keine einfache punktweise Berechnung möglich iat, 
lässt sich ihr rober Verlauf mit derselben Leichtigkeit wie für 
das Beispiel 1 bestimmen. Es wäre ein Leichtes, alle Beispiele, 
wie das eben angeführte, zu wählen, dadurch würde man aber 
auf den Vorteil verzichten, dass man die nach den ^-Formen dis- 
kutirte Kurve hinterher durch punktweise Berechnung kontroliren 
und dadurch von dem Grad dei- Genauigkeit des gefundenen rohen 
Verlaufs sich überzeugen kann. 



Beispiel S- 



- 2a,-^ + ä« — 1 = 



(!■) 
(!'■) 






AI) (fi, m) 



OD 

{^x - 1) 



BG 



IZ!liil') 



y oder xy^ 



scn 



Aus (!') folgt: Die Kurve strebt wie die Parabel y^^2x =H 
ins unendliche. Das Aggregat CD der übrigen Glieder in (!■) 
giebt, gleich Null gesetzt, eine weitere Hilfskurve, die Gerade 



3a)— 1 = 







deren Schnittpunkte mit der Parabel AB gemäss dem Z-Princip 
zwei endliehe Punkte der Kurve sind. Änsser der Parabel AB 
mit verdickten ins Unendliche strebenden Zweigen wird auch die 



1) Über die punktirt eingezeichnete Parallele anr Urorisslinie . 
vergl. S. ÖO. 
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78 § 5. — Fig. 47, 

Gerade CD eingezeichnet (s. Fig. 47), die SchDittpunltte P und 
Q beider werden durch Biege marliirt: weder die Parabel noch 
die Gerade wird ausserdem von der Kurve im Endlichen ge- 
schnitten, wie das A-Princip gewiss {!') auf einen Blick zeigt. 

Weiter ergiebt sich aus (1"): Die Kurve strebt wie die 
binomiscbe Hyperbel III. Ordjiung ccy^ — 1 = (vergl. Fig. 32 
S. 54) zum zweiten Kardinalpunkt, dieser ist also ein aoferner 
hyperbolischer Wendepunkt mit a; = als Asymptote. Ferner 
sind die Schnittpunkte R und S dieser Hyperbel mit der Geraden 
BG oder 2x — 3 = endliche Punkte der gesuchten Kurve. 

Eine solche durch Ablesung nach dem .^.-Princip 
endliche Schnittpunkte lieferüde Hiifskurve, wie hier die 
Gerade GD oder 3a:^l = in (1'), ebenso die Gerade BC oder 
2^ — 3 = in (1"), heisse kurz eine >l~Hilfskurv6; die- 
selbe erhält in der A~Form des analytischen Polygons 
neben der über sie gesetzten Bucbstabenbezeichnuiig 
keinen Klammerbeisatz wie die Näherungskurven. Alle 
derai'tlgen Hlifskiirven ohne Klnmmerlieisntz sind 
lediglich i-Hilfsknrveu. 

Ist eine J.-Hilfskurve, wie hier die Gerade CD in (!') 
und die Gerade BG in (1"), sehr einfach und rasch einzu- 
zeichuen, so wird man dasselbe stets thun, da man dann 
von ihr weiss, dass sie, ausser in den raarfeirten 
Punkten, von der Kurve nirgends mehr über- 
schritten werden kann; vergl. auch die fettgedruckte 
Bemerkui^ auf S. 21. Ist dieselbe aber eine weniger ein- 
fache Kurve, welche selbst erat diskutirt oder berechnet 
werden raüsste, so wird man kürzer ihre Schnittpunkte^) 
mit der Näherungs-Hilfskurve durch Rechnung bestim- 
men und auf letzterer markiren; ebenso wenn beide Be- 
standteile der ^-Form weniger einfache A-Hilfskurven 
sind. 



1) In YielPD Tallen wiid mm ij h dIidp Be tiiimuiig leratti^Pi eiid 
liehen feclinittiimito an^knmineii wenn es sich nur um lie Pesttellung des 
rohen levlanft der Knrvi handelt da die ungef alue L-tge die'^er Schnitt- 
punkte ins dem, was die i. Formen sonst liefern, erschloasen werden liann 
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Beispiel 3: xy"^- 



-1 = 0; A-Hilfskurven. 



79 



Aus (1'") endlich folgt (vergl. auch den Satz S. 18, ferner 
S. 28): Das gleich Null gesetzte Aggregat BCD der auf der 
zweiten Kathete im analytischen Dreieck liegenden Glieder ist 
nichts anderes als das, was die Kurvengleichuug mit y = ^ gieht, 
liefert also die endlichen Schnittpunlite der Kurve mit der zweiten 
Kardinalgeraden oder der tc-Aie; die Ähsciasen dieser Schnitt- 
punkte sind ce = ^ und a; — \. Mittels des A-Princips ersieht man 



53 




jedoch in diesem wie in vielen Fällen mehr als einfach die Schnitt- 
punkte, nämlich: da y in A quadratisch auftritt, so werden die 
Geraden BCD 

2a! — 1 = und a;— l=rO 
berührt (vergl. das ^Princip f^ -¥- Iff =: ß' Anhang F) in ihren 
Schnittpunkten mit der .-c-Axe (ausserdem beide noch im Unend- 
lichen geschnitten). Man wird also diese beiden Hilfsgera.den, 



1) Ülier die punktirt eingezeichnete Parabel vergl. näcliste Seite. 
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welche ebenfalls A-Hilfskuiven sinil, in die Figur eintragen find 
ihre Schaittpunlttß T und 11 mit der a;-Axe durch 
Eechtecke, deren Langseite parallel zu den Hilfsge- 
Tftden ist, markiren, um eben dadurch diezweipunk- 
tigen Schnitte d.h. die Berührungen dieser Geraden 
mit der Kurve anzudeuten. 

Nun abei' i'.eichnet man sofort die Kurve wie in Figur 47 
ein, wobei ihre Symmetrie zur Axe y — zu beachten ist; man 
erhält ohne weitei'es wegen der 8 endlichen Schnittpunkte (die 
mit Rechtetken raarkirten Punkte doppelt genählt) die Kurve 
mit ziemlich angenähertem Verlauf. 

Dieses Beispiel kann auch dazu dienen, um zu zeigen, wie 
das analytische Polygon hänfig heuere Näherungskurven zu liefern 
im Stande ist, als die Umrisslinien es sind. Nimmt man näm- 
lich zur (öj, oi)-Linie AB noch das Glied G hinzn, welches auf 
der zweitiiächsteu ') in Fig. 46 puuktirt eingezeichneten Parallelen 
im iinalytisclien Dreieck liegt, so erhält man die weitere i-Porm 

(l-a) \ x{y^-~2x+Z)—\ =-0 . 
Die (ra, ro)- Linie ABC, geschrieben in der Form 

ist gemäss dem Satze von der parallel-verschobcnen Kurve [vergl. 
S. 70 und Beispiel d) ibid.] die um -„ parallel zur + a;-Ase ver- 
schobene Parabel AB oder i/ — 2a: = 0. Letztere wird, wie die 
Gleichung (!■) in homogener Form zeigt, 4punktig im Unend- 
lichen von der Kurve berühi-t- die paraUel-verschobene i*arahel 
ji.BC wird aber, wie lie Gleichung (1 a) in homogenei Foim 
zeigt, ßpunktig von dei Kurve im Unendlichen beruhit sie 
bildet daher, wie schon durch Hinzufugußg des weiteren Gliedes i 
zu AB zu erwarten wai in dei That eine st-ukere Anniherung 
als die Parabel AB wie sich auch aus der punktiit eingezeich 
neten Parabel ABC m Figm 47 ersehen lits^t 

'^) Die zn AB ifihste Parallele gienge dnch dis tyGlel sowie 
dnroh lias j/^-Glied, welche leide aber nicht häset^t an 
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Aaympt tisclie und jarallel verseholeiip i jmit Piiral«!. Bl 

Da'J'Jt.lhe waie dei Tall wenn die gegebene Kurvengleich- 
ung das Glied C gar muht enthielte iKo tüi dii. Kurve 

(2) -2r-I = 0>) 

Maa eikennt bonnt den Satz 

Liegen auf der nächsten Parallelen zu einer 
eine Näherungskurve liefernden Umriaslinie im ana- 
lytischen Dreieck keine Glieder der Gleichung, so 
erhält man durch diese ümrisslinie eine bessere An- 
näherung, älswenndiesderFallist; derSat?, gilt um 
so mehr, wenn auch auf der zweitoächsteii u. s. w. Pa- 
rallelen kein Glied der Gleichung liegt. 

Dieser Satz ist wieder namentUch insofern von Bedeutung, 
als er für den Verlauf einer Kurve Momente an die Hand giebt, 
die man durch den blossen Anblick des analytiselien Polygons 
erhält (vgl. die Bemerkung zum Satz auf S. 18, sowie § 6 u. ?). 
Zugleich ersieht man, dass für die Kurve (1) die Parabel 
ABG unter den Parabeln II. Ordnung die bestmSgliche Annäher- 
ung liefert, da alle Schnittpunkte beider Kurven im Unendlichen 
vereinigt sind. Die Parabel ABC ist daher die eigent- 
liche asymptotische Parabel, während die Parabel 
AB nur eine parallel-verschobene asymptotische Pa- 
rabel ist, Zwischen der Parabel ABG und der Parabel AB 
finden dieselben Verhältnisse statt, wie zwischen Asymptote und 
Asymptotenriehtung einer Kurve, 

Von besonderem Interesse ist noch, um einen gründlicheren 
Einblick in diese Verhältnisse zu gewinnen, die 2 endlichen Sehnitt- 

1) Was die Kurve (2) anbelangt, ao liefert ihi analytiscliea Polygon 
(Fig. 46 ohne das (7-Glied) für iht Verhalten im Unendlichen dieselbe Pa- 
rabel AB und dieselbe Hyperbel AB wie oben, nebst der Thatsache, dass 
keine dieser Nähernngsknrveii im Endlichen geschnitten werden kann. Die 
Kurve muas also notwendig ganz innerhalb der teiden im ersten und vierten 
Quadranten Hegenden Zwickel zwischen der Hyperbel AD nnd der Parabel 
AB symmetrisch zur a;-Aie verlaufen, in jedem der Zwickel also einen Knl- 
minationspunkt gegen die o:-Ase und einen Wendepunkt besitzen. Die dritte 
i-Form oder das, was die Kurvengleichung mit »/ ^ ergeben würde, dient 
lediglich zur Bestätigung des Gefundenen, da man imaginäre Schnittpunkte 
auf dem endlichen Teil der x-ki6 erhält, 

BeuBchle , tmxis der Eurvendiskuseioa. 6 
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punkte P und Q der Kurve (1) mit der Parabel ÄB^) zu ver- 
folgen, wenn letztere parallel zur x-kie verschoben wird. Wird 
dieselbe zunächst in der ßichtiing der negativen x-Axe verschoben, 
so nicken die Punkte P und Q auf dem hyperbolischen Äst immer 
weiter und weiter hinaus. Rückt die Parabel AB in positivem 
Sinne vorw5.rts, so nahera sich die Punkte P und Q auf dem 
hyperbolischen Äst immer mehr und mehr, bis sie in T zusam- 
menfallen, wenn der Scheitel der Parabel nach T gekommen ist; 
während letzterer die Strecke TU durchläuft, sind die Schnitt- 
punkte imaginär und erscheinen wieder als zwei zusammengefallene 
Punkte in ü, wenn der Scheitel in U eintrifft, um nun auf dem 
parabolischen Ast rasch immer weiter und weiter hinauszu rucken 
und im Unendlichen zu verschwinden, wenn der Scheitel im Punkt 
{'Z^, 0) eintrifft, die Parabel also zur asymptotischen Parabel ge- 
worden ist. Kückt die Parabel noch weiter in positiver Rich- 
tung, so werden die zwei fragliehen Schnittpunkte wieder im^inär. 
Dies zeigt sich auch analytisch, wenn man die Gleichung 
(r) so umformt, dass die Unke Seite der veränderlichen, parallel 
sich verruckenden Parabel 

an Stelle von y^ — 2ai in Gleichung (1') auftritt. Die Kurse 
geht damit über in: 

«.[/- 2(a.-;.)]-[(2^-3).-. 4- 1] - 
und lässt sich aus dieser Gleichung graphisch-mechanisch konstrn- 
iren mittels der auf Pauspapier gezeichneten Parabel i/* — 2a; = 
Die Kurve (1) geht nämlich stets durch die endlichen Schnitt- 
punkte der Parabel (*) mit der Geraden 

Man zeichnet daher auf Millimeterpapier ein rechtwinkliges Äxen- 
system, legt das Pauspapier mit der Parabel jf — 2.« = so da- 
rauf, dass die Äxe der Parabel in die a.'-Axe des Millimeterpapiers 
{Öffnung der Parabel nach rechts), ihr Scheitel in einen beliebigen 
Punkt (A, 0) der iB-Axe zu liegen kommt, und sticht die Schnitt- 
punkte der Parabel auf diejenige zur y-Äse parallele Linie (|) des 

^) Man Eeiehne sich die Parabel AB zu diesem Zweck auf Pauspapier 
und nehme die Parallel-Verrückung vor. 
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Oraphisch-mechanisehe Konstruktion einer Kurve. — Beispiel 4. öS 

Millimeterpapiera durch, welche demselben Wert von l entspricht. 
Indem man dem l eine hinreichecde Adzahl von Werten erteilt, 
erhält man die Kurve durch graphiseli-mechanische Konstruktion. 
Derartige Konstruktionen mittels einer parallel zu 
verschiebenden Hilfskurve lassen sich häufig in analoger 
Weise aus den ^-Formen gewinnen, 

Beispiel 4. Um den Satz auf S, 81 noeli durch ein wei- 
teres Beispiel zu illustriven, und zugleich zu zeigen, welchen 
Einfluss ein Glied der Gleichung, das innerhalb des 
analytischen Polygons einer Kurve sich hefindet, auf 
die Gestalt derselben hat, füge man in Beispiel 1 (S. 15) das 
Glied ay bei, das mit D bezeichnet werden möge. Man erhält; 

(1) x^}i ■+ Lty + p^ — a: — f> , 



j AD BC{e,s) 

I AG{m, e) DB 

{I'") 1 xixy-\)+y{x + y) = ^ . 

Die 3 Nähernngskurven BO, AB und AG sind natflrlich 
dieselben, wie in Beispiel 1, so dass das Verhalten der Kurve 
im Nullpunkt und im Unendlichen analog bleibt; da aber in 
diesem Fall (anders gestaltet es sich bei Hinznfügung des Glieds 
— 2a;j/ wie in Änm. 1 S. 17) die drei A-Hilfskurven AD, DG und 
DB als endliche Schnittpunkte mit den drei Nähevungskiirven 
je 2 imaginäre Punkte liefern, so kann sich die Form der Kurve 
im Wesentlichen überhaupt nicht ändern. Eben das Auftreten 
von je 2 endlichen (hier imaginären) Schnittpunkten auf den drei 
Näherungskurven hat zur Folge, dass jetzt nur noch je drei- 
p unkt ige Berührung zwischen ihnen und der neuen Kurve in 
den drei Kardinalpunkten stattfindet, während diese Beiilhrangen 
im irrsprünglichen Beispiel je fünfpunktig waren. Die An- 
näherungen aa die Hilfskuwen AB und AG siud daher lang- 
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§ 5. - Fig. 48. 



samer, die Abweichung von Aar Parabel BC rascher als im 
Beispiel 1, wodurch ein Zurücktreten der Kurve in den einzelnen 
Zwickeln, eine Verrückung der Wendepunkte und der Berührungs- 
punkte der Kardinalpunktsfcangenten (s. S. 58), und eine Verän- 
derung der Krümraungsverhältnisse bedingt ist, wovon man sich 
überzeugt, wenn man, was in heiden Fällen leicht geschehen kann, 
eine Reihe einzelner Punkte für die Kurven berechnet, oder durch 
graphisch-mechanische Konstruktion wie im letzten Beispiel be- 
stimmt. Auch kann man hier, wie in Beispie! 3, indem man zu 
den Umrisslinien des Polygons je das auf der nächsten Parallelen 
im analytischen Dreieck liegende Glied D hinzunimmt, bessere 
Näherungskurven finden, was am meisten Wert für die Parabel 
Ab hat. Letztere ist wieder eine parallel-verschobenc asymp- 
totische Parabel, während die Parabel AJ?B 

ic* + iT -1- ?/ = öder p — i — — {ic -h- ^('^ 
die eigentliche asymptotische Parabel ist. Die nähere Ausführung 
und die Zeichnungen bleiben dem Leser überlassen. 



Beispiel 5. 



]) a B 



(1) 


A'^v -(- A'^ -t- iC — 1=0 , 
A B C D 


(!•) 


1 AB(t.üi) BC 


(1") 


) ABiwY) CD 

W(„ + l)+ (x~l) =0 


(1-) 


1 Ä BCD 



i FigTiär) 



Aus (1') folgt: Die Kurve strebt wie die binomische Hy- 
perbel III. Ordnung ar^y — ■ 1 = (vergi. auch Fig. 32 S. 54) zum 
ocfernen Punkt der y-Axe, Der zweite Kardinalpunkt ist 
also ein cßferner hyperbolischer Rückkehrpunkt mit 
x—d als Asymptote. Die A-Hilfsgerade BO oder oi; + 1 = 

1) Dass (ffl, t) die Charakteristik der Polygonseitc AB Ist, wirf so- 
gleich erklärt werden. 
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Beispiel 5; Asymptoten parallel zu den Koordinateuasen. 80 

giebt als Schnitt mit der Hjperhel den endlichen Punkt P (siehe 
Figur 49). 

Aus (1'") folgt: Die Kurve geht durch die Schnittpunkte 
von y = und 

welch' letztere Glslchuiig die zwei zur y-k^% parallelen Geraden 

"= 2-- -)„i^„ 

darstellt. Diese werden eingezeichnet und ihie Schnittpunkte U 
und Q, mit derx-Axe werden markiit e^ sind zugleich die em 
zigen endlichen Schnittpunkte der Kuive mit diesen Geiaden und 
der ic-Äie. Die Folgerungen, die man aus und (1'' + ^ — 1) 
nach dem A-Princip der Gleichung (1 ) entnimmt und die sich aut 
das Verhalten der Kurve im oofernen Punkt dei ■y-A'^e beliehen 
haben sich aus (!') schon eingehender ergeben In diesem Fall 
liefert also Gleichung (1'") im Weoentbthen nichtb weitci ils 
was man aus der gegebenen Gleichung mit y = erhält 

Die Polygonseite AB in (1 ) ist piralUl zui er'iten 
Kathete im analytischen Dreieck, ihr gleich Null gesetztes 
Klammeraggregat giebt als Hilfskurve die durch den ersten 
Kardinalpunkt gehende Gerade 

y+l-O . 
Zu dieser Polygonseite ist keine im Sinne der wachsenden Po- 
tenzen von X gelegene Parallele durch ein Glied der Gleichung 
möglich, und da auf dieser Geraden y stets endlich (c), nämlich 
= — 1 ist , so hat man nach der (?i-a)iif"/-'schen Kegel (S. 10) : 
Für Gogrosae Werte von x und den endlichen Wert ( — 1) 
von y , kurz für (m, — 1) verhält sich die Kurve wie die Gerade 
AB oder 1/ + I = 0, d, h, sie strebt wie diese Gerade ins 
Unendliche oder diese Gerade ist Asymptote*) der Kurve. 



1) Dies folgt auch aus § 4, Nr. 5; vergl. Beispiel a) S. 53. Die dor- 
tige Herleitung wurde durch oyMisehe Übertragung des Satzes Über das 
Aggregat der in x und y niedrigsten Glieder der Kurvengleiehung gewonnen, 
sie beruht — selbständig entwickelt — auf dem Satz von den unend- 
lichen Wurzeln einer Gleichung mit Einer Unbekannten (siehe 
ineine Deterniinantentheorie , Stuttgart 188i, S. 1) Anm.) , nämlich : Da die 
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ob § 5. — Fig. 40, 

Eine solche eur ersten Kathete parallele XJmrisslhde des 
analytischen Polygone werde daher als (o, e)-LIiiio bezeich- 
net. Zieht sich eine derartige ümrisslinie als Seite von 
einem, zwei oder mehreren Quadraten hindurch, so ist 
nach Heraussetzung der gemeinschaftlichen Potenz von 
X das Aggregat ihrer Glieder vom L, II. oder höheren 
Grade in y und liefert daher eine, zwei oder mehrere 
durch den ersten Kardinalpunht gehende Asymptoten. 

Analog ist eine solche zur zweiten Kathete parallele Vm- 
rhslinie des analytischen Polygons eine (0, aj)-Linie; sie liefert 
die durch den zweiten Kardinalpunkt gehenden Asymptoten. 

Wie der Satz auf S. 18 und der Satz auf S. 81 gehören 
iliese Sätze zu denjenigen, welche zur Bestimmung des Verlaufs 
einer Kurve Momente an die Hand geben, die man durch den 
lilossen Anblick des aoalytisclien Polygons gewinnt (vgl. auch § 7). 
Für die vorliegende Kurve zeichnet man daher die Gerade 
j/ + 1 = fl ein und verdickt ihre heiden „Enden", ferner zieht 
man die A-Hilfsgerade CD oder ^ — 1 = 0, welche den dritten 
Schnittpunkt S der Asymptote y + 1 ~ und der Kurve glebt. 
Zur Aufzeichnung der Kurve beginnt man etwa im Punkt Q, 
zieht die Kurve von Q durch F hindurch entlang dem im zweiten 
Quadranten zum c»fernen Punkt der j)-Ase strebenden Zweig der 
Hyperbel AD auf der linken Seite desselben: rückwärts muss 
dieser Kurvenast von P über Q hinaus im dritten Quadranten 

Kurve von der dritten Ordnung ist, so lautet ihre Gleichung nach Potenzen 
von X geordnet in vollständiger Porm: 

O-x" +{y + l)x^ + s: 1 = 
hieraus folgt: für jeden Wert von y ist eine Wurzel x gleich lo 1 h icde 
Gerade parallel zur 3;-Äie (aur Ase y — (.) schi eilet die Knrve einmal im 
tJnendlielien ; für denjenigen Wert von y, fnr welchen y + 1 :=0 Bind zwpi 
Wurzeln der Gleiohnng gleicli co , d. h. die Gerade y -t-l — (i schneidet die 
Kurve in zwei zusammengefallenen cofernei Punkten sie berührt dieselbe im 
Unendlichen, ist also Asymptote. Für die ÄUc se des Inttei 'ichnitti unkt 
der Kurve mit der Asymptote liefert die Gleichung botoit 1, = 1 — Auch 
aus der homogenen Perm der Gleichung (1 ) 

xHy + \) + {x-l)^-..Q 
folgt nach dem Princip f+lg^ = direkt: y + 1 = wird von der Kurve 
berührt im Schnitt mit w = 0, 
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Beispiel 5 : jA/ + ic^ -i- a: — 1 = 0. 87 

an der Asymptote JB auf deren vorderer Seite ins Unendliclie 



Der zweite Ast der Kurve muss vou S über R zwischen 
der y-Axe und dem im ersten Quadranten liegenden Zweig der 
Hyperbel ÄD zum zweiten Kardinalpunltt iiinausgehen. Eück- 




wärts muss der im vierten Quadranten verlaufende Zweig dieses 
Astes von S, über S gehend — da er später am rechten Zweig 
der Asymptote y + 1 =0 sieh hinausaiehen muss — zunächst 
eine Kulmination in Beziehung auf die .i^-Ase erreichen, sodann 
einen Wendepunkt erhalten, um auf der hinteren Seite dieser 
Asymptote ins Unendliche zu streben. 

Der Verlauf der Kurve zum gcfeiiien Punkt der x-A-xa ist 
hier durch eine geradlinige Asymptote bestimmt; man kann hie- 
für auch eine asymptotische Hyperbel aufsuchen, wenn man die 
Abscissenase verschiebt, so dass der neue "Orspnmg in den Punkt 
(0,-1) zu liegen kommt; setzt man hiezu 

I y ^/— 1 I 
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Pihdlt ß an ms (1) oder bequemer aus (1") als Gleichung der 
Kune m letift "^y tem: 

«>• + .»•■- 1 = , 
lereu indlytisches Polygon als asymptotische Hyperbel ä!y' + 1—0 
Dbne enlliehe Schnittpunkte ergieht. Wird dieselbe eiDgezeichnet, 
bo bieht man dass der oben erwähnte Kulminationspunkt ziemlieh 
nihe an dei Ä-,i n j tote liegen muss. — Dasselbe wird erreicht, 
wenn man zur (m )-Liuie AB der ursprimglichen Gleichung das 
auf dei nächsten farallelen im analytischen Dreieck liegende 
Glied 6 hinzunin mt. 
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Beispiel 
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CDEF 

+ X-2y- 




i)(ä),-— 1) =c 



Aus (!■) folgt: Die (rs,<')-Lime AB giebt y + 2 =^ als 
Asymptote durch den ersten Kardinalpunkt ; die endlichen Schnitt- 
punkte der Kurve mit dieser Asymptote, falls solche vorhanden, 
liegen auf der ^.-Hilfskui-ve CDEF 

(*) a^ + ^-2y-l=0 , 

welche unschwer eingezeichnet werden könnte. Diese Kurve ist, 
vergl. Beispiel c) auf S. 70, die um 2 parallel zur + ic-Ase und 
um — 1 pai'allcl zur + y-Ase verschobene Hyperbel xy = — 1. 
Würde dieselbe eingezeichnet, so wüsste man gemäss dem Jt-Prin- 
cip aus (r), dass auch auf ihr ausser dem Schnittpunkt mit 
't/ + 2 = kein endlicher Punkt der gesuchten Kurve liegen 
kann, was allerdings von Vorteil wäre. Es genügt aber in solchen 
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Beispiel ß : ;«*»/ + 2a;^ + afi/ -)- x — 2i; - 1 _ 0. 89 

Fällen, wo die A-Hilfskuvven weniger einfacli sind (vevgl. S. 78), 
den endliehen Schnittpunkt auf der Asymptote y + 2 = kürzer 
durch Rechnung zu bestimmen: mit y = — 2 giebt Gleichung 
(*) als Äbscisse dieses Schnittpunkts ic = 3, also ist (3, —2) der 
endliche Schnittpunkt der Kurve und der Asymptote. Zugleich 
folgt, dass die Asymptote zweipunkt^ im Unendlichen berührt 
wird, dass also die sich ihr nähernden Kurvenzweige auf verschie- 
denen Seiten der Asymptote liegen. Man zeichne also die 
Asymptote y+2=0 mit verdickten , Enden" ein und 
markire auf ihr den endlichen Schnittpunkt ("3, —2); der 
erste Kardinalpunkt ist ein gewöhnlicher hyperbolischer 
Punkt der Km^ve. 

Aus (1") folgt: Die (c, ;B)-Linie ACE giebt 
a; — 1 z^ und a; + 2 = 
als zwei Asymptoten parallel zur Ordinateuase. Der zweite Kar- 
dinalpunkt ist also ein hyperbolischer Doppelpunkt der Kurve. 
Aus {1") in homogener Form folgt: Auf der Asymptote x — 1 ~0 
liegen diejenigen 3 Punkte der Kurve, in welchen x — 1=0 von 
(ic + l)(2a; — l)w = geschnitten wird; diese liegen alle im 
zweiten Kardinalpunkt. Man darf aber hieraus nicht voreilig 
schliessen, dass die Asymptote x — 1 = dreipunktig im Unend- 
lichen berührt wird; denn der dieser Asymptote sich nähernde 
Zweig wird ja von dem der parallelen Asymptote w + 2 = sich 
nähernden Zweig einmal im Unendlichen geschnitten. Die Asym- 
ptote ic — 1 = und ebenso die andere a; + 2 = sind also 
zweipunktig im Unendlichen berührende Asymptoten, woraus u. s. w. 
wie oben. Weiter giebt (1") als endliche Schnittpunkte auf der 
Abscissenaxe die Schnittpunkte von y =: mit den beiden Ge- 
raden BDF, d. h. mit 

a^ -^ 1 1^ und 2a; - 1 = , 
auf welchen keine weiteren endlichen Schnittpunkte liegen, da jedi; 
die Kurve im acfemen Doppelpunkt, also zweimal im Unendlicbeii 
schneidet. Letzteres selbständig auch so: auf a; 4- 1 = liegen 
diejenigen 3 Punkte, der Kurve, m welchen ,« + 1=0 von 
y(fc — l){a) + 2) = geschnitten wird, also u. s. w. 
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§ 5. - Fig. 51 und 52. 



Aus (1 ) fDl^t Der eiiizi e blUi he hLhnitt; unkt iif Jei 
Abseisseoaxe ist !pi Schnitt von a = mit 2i/ + 1 — U Mit 
,(/ = — Ya ^■'■'s JFi' aiiebt JBCD i =— Va WDmit der zweite 
endliche Schnittpunkt auf 2i/ -)- 1 = tebtimait st 

Der Anfänger tiage du, in diesem B^^ibpitil angpgehpßen 
Daten in einei Iigur zasimmen unl suche hieraus die Kmvt zu 
zeichnen, was nach lern Bisherigen keine Schwieiiglteit haben 
dürfte. Nachträglich kontiolire er dis gefundene Bild durch 
punktweise Beieihnung [Auflobun^ nich / aus (1 1] 



(1) 



a?ij' — y^ + 1 = , 
ABC 



l AC(m,e) B 

(1") Uv-i)+ i 




(1'") 



BC 



Aas (1') folgt: Die Kurve strebt wie die binomische Hy- 
perbel V. Ordnung ÄC oder x^y^ + 1=0 (vergl. die fünfte bi- 
nomische Hyperbel auf S. 55) zum ersten Kardinalpunkt; dieser 
ist also ein ccferner hyperbolischer Rückkehrflachpunkt 
mit 1/ = als Asymptote, Die Näherungshyperbel wird im End- 
lichen von der Kurve nicht geschnitten. 

Ferner ergiebt sich aus (1'"): Auf der ersten Kardinalge- 
raden liegen die Schnittpunkte von a:^ = mit den beiden Ge- 
raden (2/ ~ 1) (v -+- 1) — , letztere werden also dreipunktig 
von der Kurve berührt, sind somit Wendetangenten in den 
Punkten (0, -1- 1) und (0, — 1). Für die alimählig entsteheude 
Figur kann man die Wendepunkte etwa durch drei kurze Ver- 
tikalstriche senkrecht zur Wendetangente bezeichnen 
(a. Fig. 52). 
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Beispiel 7 : a;^j*^ - 
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Endlich folgt aus (1"): Die Kurve hat die drei durch den 
aweiten Kardinalpuiikt gehenden Asymptoten ') 

= a^-l = (a;~l)(3;— j)(,r~/) , 
deren ei"ste reell ist, während die beiden andern imaginär sind. 
Der zweite Kardinalpiinkt ist also ein dreifacher Punkt von 
der dritten Species (vergl. S. 40, Fall 3). Aus der homogenen 
Form der Gleichung {1") 

f(s: — l)(^ + w-i-l) 4-0)^ = 
schliesst man: Die reelle Asymptote a;— 1=0 wird von der 
Kurve im zweiten Kardiiialpun3{t fünfpunktig geschnitten. In 
diesem Punkt schneidet 
aber der an der reellen 
Asymptote sich hinaus- 
ziehende Zweig die bei- 
den durch diesen Punkt 
gehenden imaginär kon- 
jugirten Zweige, so dass 
der reelle Zweig seibat 
in dreipunktiger Berühr- 
ung mit der Asymptote 
a; — 1 = steht ; der- 
selbe hat daher im zwei- 
ten Kardinalpunkt einen 
hyperbolischen Wen- 
depunkt; die längs der 
reellen Asymptote ver- ^'„ 

laufenden Zweige , und 

damit die ganze Kurve, liegen also (s. Satz S. 55) auf derselben, 
somit, wie aus dem übrigen Gefundenen hervorgeht, auf der linkea 
Seite der Asymptote. Dasselbe würde sich auch aus Gleichung 
(1") mit Hilfe der Signiruug (vergl. § 4, Nr. 8 und Beispiel 2 
S. 74) der beiden Seiton der Asymptote a; — 1 = , sowie aus 
der nach y aufgelösten Form (1") ergeben. Damit zeichnet man 
die Kurve leicht in der in Fig. 52 angegebenen Weise; man er- 




(Binheit 1 



1) Wegen der l'olgendoii Zerlegung des liubiachen Falitors vergleiche 
Beispiel 3 S. 72. 
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92 § 5. — Fig. 5S. 

kennt ohne weiteres, dass auf die beiden Wendepunkte (0, + l) 
und (0, — 1) je ein weiterer Wendepunkt im zweiten und dritten 
Qnadranten folgen muss, so dass die Kurve im Ganzen fünf 
reelle Wendepunkte hat. Die Verdickungen an der Hyperbel 
lind an der Asymptote sind weggelassen, um das Bild der scliün- 
geforniteu Kurve nicht zu beeinträchtigen. 

Beispiel 8. Gegeben zwei zu einander senkrechte 
Geraden, von denen oino bewegliehe Gerade Stücke von 
konstanter Summe s(=3) abschneidet; es soll der Ort 
des vom Schnittpunkt der gegebenen Geraden auf die 
bewegliche Gerade gefällten Lotes bestimmt und aus 
der Gleichung diskutirt werden. 

Nimmt man die beiden gegebenen Geraden als Äsen eines 
rechtwinkligen Systems, und sind X und jt die Aseuabsehnitt« 
der beweglichen Geraden in beliebiger Lage, ao hat man als 
Ansatz ') : 

bewegl. G. in telieb, Lage : | — -t- "- = 1 (l) I 

Lot auf sie durch den Nullp. : | ,lic — /t.v = (2) | *'' ''-^''wina*)- 

[X, /ij-Beziehung ; / + ^ =; U (^) ! 

Zur Elimination von X und j», setze man gemäss (2) 

womit (1) und (3) übergehen in: 

\~s\y~^~^l~ l (y-Eliminat) ; 
\ e {x + y) =3 I 
hieraus ei'giebt sich durch Elimination von (> (Multiplikation) 

('«+!')(f + f) = 3 
oder (ic + y) {x^ + y^) ~ 3«!^ 
als Gleichung des gesuchten Ortes. 

1) In Betreff dieses Aiisateea sei bemerkt: Das simultane System (ver- 
gleiche Anh. C) der beiden ersten Gleichungen (1) und (2) stellt unter der 
Bedingung (3) einen beliebigen Punkt des gesuchten Ortes dar, dessen Gleich- 
ung man erhält durch Elimination von l und ^i aus (1), (2) und (3), was 
durch die Bemerkun? ; ,u-EIiminiit hinter der Klammer angedeutat~sein soll. 



Beispiel 8 ; a^ + x^ ■+■ xiß + iß — Zmj = 0. 



Sisliussion der Gleicliung 

(4) ar' +- ,rV + xy'' + y^ Sin/ = . 

AB ODE 

-^ [ Flg. 53. 1 

( A:E(f.s) ■ J3C'D 

(4') \ x(x^ — %) +y{iE^ + aiy + 1/^) = 



(4") 



« (a;^ + icy + T/^) + 



y (y' — Sa;) 



! {x^ + a^y + xy'i + y'^) — 

(4'") I oder (a; + y) {x'' + y^) - 



3a;?/(r) 



Aus (4'} und {4") liest man ab, dass die Kurve sowohl 
wie Parabel AE oder x^ — ^y=- 0, als wie die Parabel DE oder 
y'^ — 3a; = durch den Nullpunkt geht (s. Fig. 54), ferner, dass 
keine endlichen Schnittpunkte auf den Parabeln liegen, da die 
i-Hilfskurve a?' + xy + y'^ =■ ^ in (4') und (4") ein imaginäres 
Geradenpaav darstellt. Der Ursprung ist also ein Doppelpunkt 
der Eurve mit den Koordinatenaxeu, den beiden gegebenen 
Geraden der Aufgabe, als Tangenten. Dies folgt direkt 
auch aus dem Satz S. 3V; man sieht jedoch, dass aus den ^-For- 
men ein viel gründlicherer Eiublick (s. die fettgedruckte Bemerkg. 
auf S. 46) in die Beschaffenheit des Doppelpunkts möglich ist, 
insofern man aus ihnen Näherungskurvenbögen für beide Zweige 
erhält nebst der Thatsache, dass die beiden Parabeln ausser im 
Nullpunkt von der Kurve nicht geschnitten werden, woraus sofort 
weiter folgt, dass die Kurve in der im ersten Quadranten liegen- 
den Lunula der beiden Parabeln eine geschlossene Schleife bilden 
muss, deren Ausdehnung man leicht durch Berechnung des Schnitt- 
punkts mit der ersten Mediane erhält, überdies ergiebt die Ab- 
zahlung') der Schnittpunkte auf den Parabeln, dass heide von 



1) Die Parabel K^— 
Punkte gemein, in denen a- 
2/ = wird die Parabel i 



= z.B. hat mit der Kurve diejenigen 2.3 = 6 
iQn y(jß + xy + y^) = gesclinitten wird; von 
iipunlttig im Ursprung, von dem iroagiiuiren 
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94 § 5. - Fig. 54. 

der Kurve im Nullpuukt dreipvmktig berührt werden, woraus 
man ferner sehliesst, dass die Kurve im zweiten und vierten Qua- 
dranten von der innern Seite jeder der beidea Näherungsparabela 
auf deren äussere Seite treten muss. 

Die Gleichung (4'") zeigt, was den reellen Verlauf der 
Kurve anbelangt, dass dieselbe wie die zweite Mediane a; + y = 
ins Unendliche strebt, sowie dass auf letzterer keine endlichen 
Schnittpunkte liegen können, da das Glied E in dieser 
Gleichung keinen Faktor in Klammer hat. Man hüte 
sich aber, in derartigen Fällen den Schluss zu ziehen, dass die 
Gerade x + y ^0 Asymptote der Kurve sei. Diese Gerade hat 
mit der Kurve diejenigen drei Punkte gemein, in denen sie von 
ayw = geschnitten wird, also zwei Punkte im Nullpunkte, wie 
zu erwarten war, und einen im Unendlichen '), sie ist also nur 
eine Asymptotenrichtung, was man in der allmählig entstehen- 
den Figur dadurch bezeichnen möge, dass man der betreffenden 
Richtung Pfeilspitzen an beiden „Enden" beisetzt. Da nun, wie 
schon oben gefunden, die Kurve vom Nullpunkt aus in den 
zweiten und vierten Quadranten verläuft, so muss die zu a: + y = 
parallele Asymptote so liegen, dass sie ausser durch den zweiten 
und vierten Quadranten auch durch den dritten geht, also von 
der Form 

x-\- y :^ — GoHst. 
sein. Zur Bestimmung der Konstanten ist natürlich eine be- 
sondere Rechnung (vergt. § 7) erfoi-derlich , welche zugleich das 
Verhalten der Kurve zur Asymptote, nämlich sämtliche Sehnitt- 

Geradenpaar ebenfalls zweipnnktig im Ursprung (ausserdem in iwei ima- 
ginären Punkten) gesehuitten ; also hat die Kurve vier Punkte mit der Pa- 
rabel im Ursprung gemein, wovon drei Punkte auf die Eerührung mit der 
Parabel entfa.llen, da der die Parabel berührende Zweig den andern Zweig 
des Doppelpunkts einfach schneidet. 

1) Würde das letzte Glied der Gleichung (J) z. B. lauten — 3j:, so 
wäre die dei Perm (!'") entsprechende Gleichung 

die Kurve ginge dann durch den Schnitt von ic -f- 1/ =; mit ta^ ^ 0, d. h. 
a; -H 1/ = wüide beröhrt im Schnitt mit der oo fernen Goraden oder 
a; + j; = märe die Asymptote selbst. Die weitere Ausführung dieses Bei- 
spiels bleibe dem Leser überlassen. — Vgl. aueh die Beispiele 9 und 10- 
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Beispiels: (x ■+ y) (x^ + p'^*) = 



95 



punkte beider liefern und damit zugleich ergeben würde, wie- 
vielpunktig die Berührung im Unendlichen ist, was alles aus der 
^-Form (4') sich nicht erschliessen lässt. Nimmt man aber im 
vorliegenden Beispiel den Umstand hinzu, dass die Gleichung 
symmetrisch in x und y, die Kurve also symmeti-isch zur ersten 
Mediane ist, so folgt, dass die beiden der Asymptote sich nähern- 
den Kurvenzweige notwendig auf derselben und zwar auf der 
rechten Seite der Asymptote liegen müssen, d. h. dass die Kurve 
die Asymptote dreipunktig im Unendlichen berühren muss; denn 
wäre ein endlicher Schnittpunkt der Kurve mit der Asymptote 
vorhanden, so wäre auch der zur 
ersten Mediane symmetrisch lie- 
gende Schnittpunkt vorhanden, 
und die Asymptote hätte mehr 
als 3 Punkte mit der Kurve ge- 
mein, was nicht möglich ist für 
eine Kurve III, Ordnung, Endlich 
achliesst man aus den Krüm- 
mungsverhältnissen der im Null- 
punkt oskulirenden Parabeln, dass 
die Asymptote in verhältniss- 
mässig kleiner Entfernung^) vom 
Ursprung liegt, womit zur Be- 
stätigung des auf S. 29 Gesagten die ungefähn 
schiefli 




(Einheit Va ci 



Lage einer 

nden Asymptote aus den ^-Formen erachlossen ist. 

Damit erhält man für die Kurve leicht die in Figur 54 

gezeichnete Gestalt, welche grosse Ähnlichkeit mit dem Dus- 

carfes'schen FoUum 

(5) .^B_^y3_3^^0 

A B E 
hat. Der äussere Unterschied dieser letzteren und der obigen 
Kurve ergiebt sich sofort aus der der Gleichung (4') entsprechen- 
den J.-Form der Gleichung (5), welche lautet: 
i A'E{s,s) D 
(5') t^(..^-%)+y^ = ; 



1) Die BereohTinng der Agjmptote ergiebt für diosolbe 
t in der Figat gleiciifalls oline Verdickang der , Enden" eingezeichnei . 
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96 § r,. - - r,g. :.5. 

und analog far die zweite J,-Form. Die Näherungsparabeln im 
Ursprung sinci also gans dieselben, diesmal aber stehen sie, was 
die Abzahlung wie oben ergieht, in fünfpunktiger Berührung 
mit den Zweigen des Doppelpunkts , letztere legen sich also 
inniger an die Parabeln an, was notwendig eine Vergrösser- 
nng der Schleife in der Lunula sowie eine Annäher- 
ung der reellen Asymptote an den Ursprung zur Folge 
haben muss, wovon man sieh direkt überzeugen kann durch Be- 
rechnung des Medianenschnittpunkts , sowie durch Bestimmung 
der Asymptote, für welche man ^ + y = — 1 findet. 

Der Innere Unterschied heider Kurven ist wesentlich ana- 
lytischer Natur, er liegt natürlich im Aggregat der kuhischen 
Glieder, in welchen ihre Gleichungen überhaupt nur differiren. 
Die Richtungen nach den cofernen Punkten des Deaeartea'schea 
Foliums sind (vergl. Anm. 1 S. 72): 

= j;' + .v° = (jp + y) (a,^ — iCT/ + if) 

= {x -¥y){x+ pj) {x -I- jV) ' 

die der obigen Fusspunktskurve ') (4) sind : 

= a;^ + a?'y -4- xy^ + y^ — {x -4- y) {ir} + 'jf') 

~{x + y){x-— ty) {x + ?y) ; 

beide haben also denselben reellen oofernen Punkt, unterscheiden 
sich aber in ihren beiden imaginären ocfernen Punkten, Während 
die Richtungskoefficieuten der imaginären Asymptoten für das 
Descartes'schs FoUnm die beiden imaginären Werte von vT sind, 
sind dieselben für die Fugspunktskurve gegeben durch ±y^i. 
Die beiden txfernen imaginären Punkte der Kurve (4) sind (ver- 
gleiche S, 28): 

i af -\-y^ —0 \ 

\ «=0( ' 

sie heissen die cmuffinurfn Ki eisjjunlti , da ■^le, wie ins 

1) Die bewpgliiho Gprade in der obigen Autgab erzeugt bekanntln-ii 
als Umhüllungslinie eine Paribel , welche im er'-ien Quadranten liegt die 
beiden Koordmatenaxen \m Abstand s^" vom Urbprmig Ijpiulirt und lie 
erste Midmie zur Ase hat Die getuciite Kuni, ist die FusapunUts 
kurve dieser Parabül vom UtsprunL' aus. ,-> . 
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Cirkulares und Descartes'sohes Folium, — Beispiel 9, 97 

Seite 28 unten iiamittelbar folgt, die Gcferneii imaginären Punkte 
jedes beliebigen Kreises 

A(i^ + y") + Dx +By + J'= 
sind. Die Kurve (4) geht also durch die imaginären Kreispunfcte ; 
selche Kurveo nennt man cirhvlare Kurven, sie stehen in imiiger 
Beziehung zum Kreis und können leicht mit Hilfe eines Kreises 
koQstruirt werden. Die obige Fusspunktsktirve wäre daher als 
das Girkulare Folium^) i 



Beispiel 9. 

^' - !/• - Sit + % = 
A B C D 


1> 

B 

(iU-2s)„' 


= 


AC 
xix' — S) - 


BD 

!/(!/'-2) =0 


«(^-/3){^. + y3) - 


jö-yajb + ya 


= 



(1") 

Die (iB, iB)-Linie in (1') giebt hier unmittelbar die Gerade 
x — y=0 als einzige reelle Asymptote zu erkennen (vergl. An- 
mcrkg. S. 94), während die (e, e)-Linie OD m derselben Gleich- 
ung zeigt, dass die Kurve wie die Gerade ^) 3a: — 2j = durch 
den Nullpunkt geht. Gemäss dem ^-Princip schliesst man aus 
Gleichung {!'), dass die Asymptote einpunktig im Ursprung ge- 
schnitten und zweipunktig im Unendlichen berührt wird, sowie 
dass die Nullpunktstangente dreipunktig berührt wird also 
W g tegk isdS 

S DAm liNpktate 



.yGoogIc 



ah, 



d, h, ai 
(!■) sc 

= » I 

p . 



§ 5. — Fig. 56. 

■stere an ihren „Enden*, letztere im Ursprung verdickt, 
überdies mit dem Wendepunlttszeichen lli versehen, 
liest man aus (1") für die Kurve die Punkte 

Is(j,-l/2)(j, + y2) = I 
3r dem Ursprung 0, in dem das Verhalten der Kurve 
1 genauer bestimmt ist, die weiteren 8 Pimkte ') 

1 , = ~n i ' I !/ = i ' 1 !/ = i ' 

(ins 



,=y3i \x = -n\ 



l«==~y3( 






Die Einzeichnung der Kurve beginnt man a 
Nullpunkt. Die Kurve geht von aus berührend an der Tangente 



N 


x^ ^ 


^_^ 


w 


t 


\% ( 
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1 . ^ 
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( 
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(/ 






K 



hVf 



3tK — 2j/ = und 1 



m] {Einheit 1 
Sich 1 



i durch die Punkte P, U und S 



j 3 Seiten OZ PV und US des Eflchtecks OPUS s 



1) Im Ganzen hat man also für die Kurve 2 4 
Punlite aus den beiden A-Fotmen direkt ahgelcscn. 



3 + 8 = 13 reelle 
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Beispiel 9 : x' — y^ = 9:^x -~ 2y ; AHesuiig von 13 Punkten. 99 

herumschlingen , verläuft von S bis Firn lunern des Reehteeke 
SVQ.O, um von V aus im dritten Quadranten weiter an der 
Asymptote sieli hinauszuziehen; ganz analog auf der andern Seite 
der Nullpunktstangente. Da die Gleichung der Kurve nur Glieder 
ungeraden Grades in x und y, oder: da sie nur gerade Potenzen 
von w enthält {vgl. S, 26), so ist der Ursprung ein Mittelpunkt 
der Kurve. 



n der punktweisen Berechnung der Kurve, 
welche, wie in Beispiel 2 S, 76, leicht aus 



r 1^- 



\oigenoinmen werden kann, wird sich zur Bestimmung des ge- 
naueren Veilaufs dieser Kurve gemäss dem gefundenen Bild vor- 
zugsweise diP Bestimmung der Kulminationspunkte in Be- 
ziehung auf die Axen empfehlen. Aus der Gleichung der 
Kurve in der Form 

/(^h y)=(^- fr - B^r + ^yr = 

(vgl, § 4, Nr. 6, S. 60) erhält man für die „ersten Diskrimi- 
nantenpunkte" der Kurve, wenn man während der Differentia- 
tion der Kürze wegen sogleich | wieder = 1 setzt: 

11^ = — 3»/'— 6a; + 6ä/= Oj (/ + 2a; — 2^=o) 

Die AnzahP) dieser Diskriminantenpunkte ist somit 2.3 = 6. 



1) Als Prol» für die Richtigkeit der Differentiation bilde man gemäss 
Gleiclmng (8) S. 61 den Äusdtnck 

„ 81 , !/■ 

wofüt man gemäss dem Swiw'schen Homegensatz 3./'(a;,i/) erhalten iiiuss 
(vergl. Anh. E). 

^) Allgemein ist diese Anzahl für eine Kurve *;'" Ordnung 
»(«-!) , 
da -^ = eine Enrve n'" , ^ = eine Kurve in — 1)"' Ordnung ist. 
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Dio erste Gleichung giebt a; = ± 1, damit geht die zweite 
Gleichung über in: 

v' - 2v - + 2 

mit dem oberen Zeichen gipbt diese kubische Gleichung giijjhisrh- 
mechanisch (vgl, das uichste Beispiel) gehst die em7ige leelle 
Wurzel ~ 1,76, mit dem unteren Zeicheti dte entgegengesetzte 
Die zwei reellen Kulmmatirnspunkte in Beziehung aut dif r-4.xe 
sind also (+ 1, — 1,76) und (— 1, + 1,7g), die vier übrigen sind 
imaginär, da jede der kubischen Gleichungen zwei imaginäre 
Wurzeln hat. 

In derselben Weise lassen sich die Kulminationspunkte in 
Beziehung auf die y-Axe, die zweiten üiskriminantenpunkte, 
bestimmen, welche, wie das gefundene Bild der Kurve zeigt, alle 
sechs reell werden müssen. 

Es folge noch für dieses Beispiel die Bestimmung der Be- 
rührungspunkte der Nullpuuktstangenten, der dritten 
Diskriminantenpunkte, da dieselben Veranlassung zu einigen 
allgemeinen Bemerkungen über die Diskriminantenpunkte über- 
haupt geben. Ans 

/(«;, )/; (JTg = (af - y^)r - (Sa; - 2j,)ö)-^ = 
erhält man für die dritten Diskriminantenpunkte: 

von diesen 6 Punkten liegen die 3 Punkte | ^, ^ ~ . 1 im 
Ursprung, die 3 Punkte j ^ ~ „ 1 im Unendlichen; letztere 
drei sind die Berührungspunkte der reellen und der zwei ima- 
ginEtren durch den Ursprung gehenden Asymptoten. Die drei 
ersten finden ihre Erklärung durch den Satz: 

Unter den von einem gewähnlichen Punkt der Kurve 
an dieselbe möglichen Tangenten zählt die Tangente in 
diesem Punkt für swei zusammengefallene Tangenten, 
während für die von einem charakteristischen Punkt 
der Kurve an dieselbe ziehbaren Tangenten die Taiigente , 
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Bestimmung der Diskriminantenpunkte einer Kurve. — Beisp, 10. 101 

in ihm für drei, vier, fünf, zusammengefallene 

Tangenten gilt, je nachdem der charakteristische Punkt 
ein Wendepunkt, ein Flachpunkt, ein Wendeflach- 

punkt, ist. 

Feiiier ist zu bemerken: Hat eine Kurve einen Doppelpunkt 
Z>i so ist die Verbindungslinie eines beliebig gegebenen Punktes 
P mit D eine Gerade, welche die Kurve in zwei in _D liegen- 
den Punkten sehneidet, sie zählt daher unter den vom gegebenen 
Punkt an die Kurve gehenden Tangenten mit und zwar dop- 
pelt, denn durchläuft ein Punkt die Kurve, so kommt seine Ver- 
bindungslinie mit P zweimal in die Gerade DP zu liegen; analog 
für die Verbindungslinie höherer singulärer Punkte mit P. Wie 
vielfach eine solche Verbindungslinie unter den Tangenten zu 
zählen, ergiebt sich für die Diskriminantenpunkte in jedem ein- 
zelnen Falle durch Abzahlung der Schnittpunkte beider Bestim- 
mungskurven der Diskriminantenpunkte. 

Beispiel 10. 

(1) x^y — xy^ + 2'f ~ X = (i . 

Dieses Beispiel soll dazu dienen, zu zeigen, wie die gra- 
phisch-mechanische Methode zur Auflösung numerischer 
Gleichungen (s. Änm. S. 70) mit grossem Vorteil zur punkt- 
weisen Berechnung algebraischer Kurven verwendet werden kann. 
Die Gleichung ist sowohl in x als in y als in w kubisch, die 
punktweise Berechnung kann also nur geschehen durch Auflösung 
einer B«ihe kubischer Gleichungen. Zuerst wird man in solchen 
Fällen stets die Diskussion der Kurve aus den it-Formen des 
analytischen Polygons vornehmen (vgl. auch S. 24), um aus dem 
rohen Verlauf der Kurve zu ersehen, vrelches die zweckmässigsten 
Vierte sind, die man der willkürlich angenommenen Veränderlichen 
zu erteilen hat. Diese Diskussion bleibe dem Leser überlassen. 

Die Gleichung der Kurve nach Potenzen von x geordnet ist: 

(!■) ö;^ + 0.a)^-^-^-^.«=^"2;/ 

und giebt, mit der allgeraeineu kubischen Gleichung 

(2) ^ + j^a + ca; =: (^ ^^^^^ byGoogle 
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vergliclieo, für die Koefficienten b, c und d die Werte 
damit erhält maa nachstehende Tabelle für die Berechnung: 



» 


y + i 


h 
^2 


G 


d 


iCj 


»8 


^3 


Probe 


-4 


— 63 j 



(0) 


— 15,75 

(- 3,..) 


+ 8 
(+1) 


-8,7. 
-1,85) 


-0,»> 
-0,85) 


4,8. 

(2,1.) 





-3 


-26 





- 8,» 


+ 6 


-2,5! 


— 0,78 


3,85 


+ 0,01 


-2,s 


— H,«!S 





- 5,.5 


+ 5 


-1,78 


-1,05 


2,78 


-0,01 


— 2 


- 7 





— 3,SD 


+ 4 






2,88 




— 1 











+ 2 






1,85 




— 0,5 


+ 0,875 





+ 1,75 


+ 1 






0,» 




+ 0,! 


+ 1,008 





- 5,.» 


~0,i 


-2,8. 


+ 0,07 


2,80 


- 0,01 


+ 0,1 


+ 1,1!S 





- 2,» 


— 1 


— 1,70 


+ 0,!« 


1,17 


0,0B 


+ 1 


+ 2 





- 2 


— 2 


-1,77 








+ 2 


+ 9 





- 4,5. 


-4 


-2,17 








+ 2,, 


+ 16,6«! 





- 6,.5 


— 5 


-2,« 


+ 0,88 


2.05 


— 0,08 


+ 3 


+ 28 





- 9,81 


— 6 


-S,85 


+ 0,86 


2,es 


-0,08 


+ 4 


+ 6S 




(«) 


— 16,85 

(- 4,..) 


— 8 
(-1) 


-4,88 

(-2,18 


+ 0,13 
(,0,8. 


3,72 
(1,8.) 


-0,08 



Erläuterung der Tabelle: Die erste Spalte enthält die 
auf Grund der vorangegangenen Diskussion willkürlich angenom- 
menen Werte von y, die zweite Spalte enthält Hilfswertc zur 
Berechöuug der Spalte c, die drei folgenden Spalt-cn enthalten 
die jeweiligen Werte tou — -s-, c und d] mittels —-^ und c 
wird die Gelatine-Parabel auf dem Millimeterpapier nach der 
Regel im „Apparat' eingestellt. Da in diesem Fall — stets =^ 
ist, so hat man einfach den Scheitel der Parabel in den Punkt 
(0,c) der Ordinatenaxe einzusteUeß, um bei der betreffenden 
d-Hyperbel die in den drei nächsten Spalten entbaltenen Werte 
äs-i, x^, ^3 der Abscissen abzulesen; die leeren Stellen deuten ima^ 
ginäre Werte der Abscissen an. Die letzte Spalte enthält zur 



Graphisch-mechan. Berechnung der Kurve ic^j/ — xy^- 
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Probe die Summe der Wurzeln, welche gleich — 6, also hier 
gleich Null sein muss. 

Falls die Werte von — ■ ^, c, d so beschaffen sind, dass 
die Einstellung wegen der endlichen Begrenzung des Apparates 
nicht mehr möglich ist, oder falls eine oder mehrere Wurzeln 
übers Blatt fallen, setze man a; = a|, womit die Gleichung (2) 
übergeht in 



?' + 75'+7.^ = 



und löse diese Gleichung; 



hat also hiezu die Werte von 



-ö"! Ci d der Reihe nach durch «, 



' au dividiren, «od die 



Wurzeln der erhaltenen Gleichung nachher mit « zu multipliciren. 
Dies ist in der ersten und letzten Horizontalreihe der ohigen 
Tabelle geschehen, a ist hiebei gleich 2 gewählt, die in Klammern 
geschriebenen Zahlen beziehen sich auf die Gleichung in t- 

Trägt man die gefundenen Werte in ein Koordinatensystem 
auf Millimeterpapier ein, so erhält man das Bild der Kurve in 
Fig. 57, wobei noch zu be- 
merken ist, dass ein etwaiger 
Fehler schnell durch den nicht 
stetig werdenden Kurvenzug 
gefunden wird. Es erübrigt 
noch anzuführen , dass man 
zur Aufstellung und vollstän- 
digen Berechnung der obigen 
Tabelle (Lösung von 13 
kubischen Gleichungen!) 
samt Aufzeichnung der Kurve 
bei einiger Übung im gra- 
phisch-mechanischen Lösen von 
numerischen Gleichungen nicht mehr als '/^ Stunde Zeit braucht. 
Beispiel 11 Als weiteres Beispiel, in welchem die gra- 
phisch-mechanische Auüösungsmethode mit noch grösserem Vorteil 
als in der vorigen Aufgabe angewandt werden kann, soll für eine 
allgemeine parabolische Kurve III. Ordnung 

y = Aa^ + Bw^ + Cx + I> 
die Berechnung vorgenommen werden (vgl. Anh.B letzte Änm.) Dies 
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tann zwar leicht dadurcli geschehen, dass man zu einer Reihe 
willkürlich angenommener Werte von x je das zugehörige y direkt 
aus der Gleichung berechnet, wohei die bekannte abgekürzte algo- 
rithmische Divisionsmethode gute Dienste leistet; weit rascher 
aber kommt man zum Ziel, wenn man y als unabhängige Ver- 
änderliehe betrachtet und die 3 zu jedem y gehörigen Werte von 
x berechnet durch graphisch-mechanische Auflösung einer Eeihe 
kubischer Gleichungen, in denen nur das Absolutglied veränder- 
lich ist. Sei z. B. gegeben 

y = x^ + 2ic^ — 4a; — 3 , 
so bringe man diese Gleichung auf die Form 

^4.2a;^-i-(_4)a! = (j/ + 8) , 
b d 

alsdann hat man diese kubische Gleichung, in welcher 

— "2 = — 1 und c = — 4 , 
also beide konstant sind, für alle möglichen Werte von y aufmlSsen. 
Da eben die Grössen — -n^^^ "^ welche zur Einstellung 
der Gelatine-Parabel dienen, konstant sind, so braucht man nur 
eine Einstellung der Parabel über dem Millimeterpapier, wenn 
auf letzterem die Hyperbelsehar xy = d tax alle positiven und 
negativen Werte von d gezeichnet ist, bezw. zwei Einstellungen, 
wenn nur die Hyperbeln mit positivem d^) auf dem Millimeter- 
papier verzeichnet sind; für positive d ist alsdann das Millimeter- 
papier so zu stellen, dass die Hyperbeln im ersten und dritten 
Quadranten liegen, für negative d hat man das Millimeter- 
papier um 90" zu drehen, wodurch die Hyperbeln, wie sein 
soll, in den zweiten und vierten Quadranten zu liegen kommen. 
Zur Berechnung stelle man die Ase der Gelatine-Parabel 
y = a^ iü die Gerade w = — -^ = — 1 des Millimeterpapiers, so 
dass ihre Peripherie das Stück c = — 4 von der Ordinatenaxe 

') Es ist entschieden vorzuzieiieii, nnr die HyperbelBchar mit posi- 
tivem d auf das Millimeterpapier einzuzeichnen ; denn würde man die ge- 
samte Hjperbelschsf eDtwerfen, so läuft man bei Auflösung e 
üleichung Gefahr, durch Verwechslung der Hyperbeln einen Fehler ! 
gehen. 
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Beiep.H: Graph. -mech. Berechng. d. parab. Kurre y^afi-\-2afl — 4a!— 3. 105 
des Millimeterpapiers abschneidet [Probe: Scheitelordinate der 
Parabel =c — (■k) = — 4—1 = — 5], aladann liest man beider 
n^tiven Lage der Hyperbelschar unmittelbar folgende Tabelle ab: 
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", 


«!, 


». 


-8 


-6 


-3,58 






7 


-4 


-3,4, 






-6 


--8 


-3,4! 






— 5 


-2 


-3,16 






-4,5 


-l.s 


— 3,.s 


0,.7 


0,.> 


— 4 


-1 


-3,3. 


0,30 


1 



Dreht man die Hyperbelfcafel um 
90" und stellt die Parabel ebenso 
ein, so liest man weiter ab: 
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ci 


", 


^, 


% 


-3 





-3,24 





l,a 


— 2 


1 


-3,17 


— 0,!! 


1,40 


-1 


2 


— 3,10 


-0,4. 


1,18 
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-3,00 


-0,«! 


1,68 
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-2,9. 


0,80 


1,18 
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-2,80 


-{,» 


1,80 
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-2,.. 


-1,1! 


1,87 
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-2,4. 


-1,4. 


1,06 
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-2 


-2 


2,00 
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2,07 


7 


10 






2,18 
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Durch Eintragung der zusammengehörigen Werte erhält 
man das Bild der Kurve in Fig. 58, das schon aus der dritten, 
vieitea und fünften Spalt« der heiden obigen Zahientabellen er- 
sichtlich ist, wenn man in der 3^,-Spalte herab, alsdann in der 
iCg-Spalte hinauf und endlich in der a^^-Spalte wieder herab geht. 
Die beiden Kulminationspunkte ergeben sich direkt mit Hilfe des 
„Apparats', wenn man in beiden Lagen diejenige Hyperbel auf- 
sucht, welche von der Parabel berührt wird. Zählt man die bei- 
den Kulminationspunkte doppelt, so enthält die vorstehende Tabelle 
39 berechnete Punkte der Kurve. 



§ 6. öie verschiedenen IJnirisslinien des analytischen 
Polygons. 

Nachdem der Leser durch die bisher behandelten Beispiele 
mit der Methode der Diskussion algebraischer Kurven aus den 
^-Formen des analytischen Polygons bekannt geworden ist, folgen 
hier einige aligemeine Betrachtungen über die verschiedenen ITmriss- 
linien des analytischen Polygons einer Kurve. 

Enthält K. B. eine Kurvengleichung die im analytischen 
Dreieck der Figur ü9 durch Kinge markirten nebst beliebigen 
weiteren im Innern des Polygons gelegenen Glieder, so haben die 
ümrisslinien des Polygons die in der Figur beigeschriebenen 
Charakteristiken. Über diese Polygonseiten lassen sich folgende 
zwei Hauptsätze aufstellen (vgl. auch S. 2S oben und Anm.). 

ierst&n 
Sats I. Die auf der \ s/weitem, Seite ivn analy-- 
\d/HUea, 

tischen Dreieck liegenden VinrissHnien des analy- 
tischen Polygons geben das Verhalten (die Schnitt- 

i ersten 
punkte) der Kurve auf der l sweUen Kardinalgeraden. 
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i Hauptsätze fltier die UinriBslinien des anaiyt. Polygons, 107 



ccJes gekeh/rten UtnrissHttden des analytischen Po~ 

{ersten 
xtveiten 
dritten 
Ka/rdinalpunJet. 




Diejenigen Umrisslinien, deren Chamkteiistiken ro enthalten, 
und welche daher auf das Verhalten der Kurve im Unendlichen 
sich beziehen, werden im nächsten Paragraphen zusammengestellt. 

Über die znr ersten Kategorie gehörigen, dem ersten Satz 
entsprechenden, (0,^)- und (e, 0)-Linien ') ist zu bemerken (vgl. 
die Beispiele 3, 5, 7, 9 und 11): 

Ist eine (0,c)-Linie Seite von 1, 2, 3, Quadraten 

des analytischen Dreiecks, so giebt dieselbe 1, 2, 3, 

endliche Schnittpunkte auf der ersten Kardinalgeraden 
« = 0; analog für eine (e, 0)-Linie; 

1) Diese erhielten in den Beispielen des g 5 , wie die i-Hilfskurven, 
neben ihrer Buchstabenbezeichnung keinen Kkinmerbeisatz. Damit aber alle 
Dmrisalinien einen solchen haben, können sie als (0, e)- und (e, 0)-Linien he- 
Keicbnet neiden. 
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dena in der ^-Forai einer (0, f)-Liiiie steht nacli Heraussetz- 
ung der gemeinschaftlichen Potenz von y ein Klammerfaktor vom 

I., IL, III,, Grad in y, der gleich Null gesetzt, 1* 2, 3 

Parallelen zur Abscissenase liefert; die Schnittpunkte der Parallelen 
mit x-={i sind die im Satz erwähnten endlichen Punkte der 
Kurve auf der ersten Kardinalgeraden, welche natürlich zum Teil 
oder alle imaginär werden können. 

Überdies erhält man (vergl. insbesondere Beispiel 9) nach 
dem A-Princip auch die auf den genannten Parallelen liegenden 
eodlichen Schnittpunkte mit der Kurve. Sind z. B, in einer 
Kiirvengleichung n"" Ordnung alle Glieder der ersten Kathete 
vorhanden, so erhält man n derartige Parallelen und auf jeder 
n Punkte ; im Ganzen giebt also die entsprechende ^-Form v? Punkte 
der Kurve, die imaginären Punkte mitgezählt. 

Es bleiben für diesen Paragraphen noch die der zweiten 
Kategorie angehörigen, dem zweiten Hauptsatz entsprechenden, 
(g, e)-Linien zur näheren Behandlung übrig. 

Eine (e, e)-Linie, welche im analytischen Dreieck (s, Fig. 4 
S. 7) das y-Glied mit dem avGlied verbindet, oder eine zu ihr 
parallele (e, e)-Linie des analytischen Polygons einer Kurve, welche 
Diagonale Eines Quadrats ist (z. B. die Seite LM in Fig. 59), 
liefert für die Kurve eine schiefliegende Nullpunktstangente, 
deren Gleichung von der Form mx-^ny^^O ist. 

Eioe (e, e)-Lmie, welche das «/-Glied mit dem a;'-Glied 
verbindet, oder eine zu ihr parallele (e, e)-Linie des analytischen 
Polygons, welche durch Parallelverschiebung mit der genannten 
Linie zur Deckung gebracht werden kann, liefert eine charak- 
teristische Parabel von der Form y = comt . x' als Näherimgskurve 
im Nullpunkt, und damit einen charakteristischen Punkt 
mit dem Symbol [l,r], dessen Tangente y = ist (vergl. 
die Figuren 14 bis 17 auf S. 32). Ganz analog, wenn x und y 
vertauscht werden. 

Wie man ebenso (vergl. S. 42 und 45) speciellst-singu- 
läre Punkte mit dem Symbol (m— l,m) und Punkte mit 
dem Symbol {n,m), für welche eine der Koordinatenaxen Tan- 
gente im Ursprung ist, samt der entsprechenden binomischen 
Näherungsparabel aus dem analytischen Polygon ablesen kann, 
wird einleuchtend sein. -. , 
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Pur die Kurve z. B., deren analytisches Polygon in Fig. 59 gezeiclinet 
ist, deuten die drei (e, s)-Linien KM, ML und LJ einen vierfaclien Punkt 
im Ursprung an ; der KM. entsprechende Zweig hat einen Ovalpunkt [1, 2] 
mit a; = als Tangente, für welchen die Parabel x=cmint.y^ den Näke- 
rungskurvenbogen liefert; der ML entsprechende Zweig giebt einen Oval- 
punkt mit eohiefliegender Tangente, wenn das Aggregat der Glieder 
L und M. nicht als Faktor im Aggregat der Glieder der nächsten Parallelen 
JK enthalten ist, ist "dies aber der Fall, so hat der iietreffende Zweig einen 
Wendepunkt n. s.w. (vergl. Satz S. 37); endlich gielit iJ" einen Eück- 
kehrpunkt [2,3] mit y = als Tangente, für welchen die Paiabel 
■jf' " coBst. !K^ die Näherungsform der beiden im Eückkehrpunkt zusammen- 
hängenden Zweige liefert. 

Endlich wären nocii diejenigeu (6,e)-Liiiien anzufütiren, 
welch« drei und mehr Punkte im analytiaehen Dreieck ent- 
halten (vergl. Fig. 27 S. 47). Im ersten Fall z. B. liefert eine 
solche einen trinomischen Faktor, welcher gemäss S. 9 allge- 
mein von der Form 

ist. Derselbe giebt, gleich Null gesetzt, eine in ~ quadratische 
Gleichung, durch deren Auflösung man xwei binomische Para- 
beln von der Form 

x'" •■= const. 2/" 

als Näherungskurven im Ursprung erhält. Man wird daher zweck- 
mässig die («, «)-Linien einteilen in binomische, trinomische '), 

, polyiiomiselie (e, e)-Liiiien; analog für alle andern 

ümrisslinien des analytischen Polygons. 

Ist eine solche (e, e)-Linie unter 45" gegen die Katheten 
des analytischen Dreiecks geneigt, so giebt dieselbe zwei oder 
mehrere schiefliegende NiiUpunktstangenten, bei jeder an- 
dern Neigung liefert dieselbe zwei oder mehrere binomische 
Parabeln als Näherung im Ursprung und damit Eurvenpunkte, 
welche zur Kategorie der Selbstberührungspunkte gehören. 

1) Eine (e, t)-Ijinie von der Form ax^-^ + Ty^" = ist nicht etwa 
binomisch , sondern als eine trinomische «n betrachten , es ist eben ß = 0. 
Die Verbindungslinie des ic'""-Glieae3 mit dem »/'"'-Glied geht auch durch 
das a;"'^"-GIied , welches in diesem Fall im analytischen Polygon unbe- 

setat ist. 
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§ i". Die G^-ferDCH Puakte einer Kune liebst ihren 
Tangenten (Asymptoten). 

I. Ablesungen aus dem analytischen Polygon. 

Der blosse Anblick des analytischen Polygons einer Kurve 
giebt Äufschluss über die oofernen Punkte der Kurve, wie 
achoo die bisher behandelten Beispiele und die beiden Hauptsätze 
im vorigen Paragraphen gezeigt haben. 

Über die dem zweiten Hauptsatz entsprechenden, gegen die 
Ecke I, bezw. II gekehrten ümrissiinien des analytischen Polygons 
gelten folgende drei Sätze (verg!. hiezu Fig. 59 S. 107 und die 
früheren Beispiele): 

1) Eine gegen die erste Ecke des analytischen Drei- 
ecks gekehrte binomische {fa,E)-Linie liefert einen im 
ersten Kardinalpunkt liegenden oofernea hyperbolischen 
Punkt samt einer asymptotischen binomischen Hyperbel, 
welche die Beschaffenheit desselben kennzeichuet, 

2) Eine gegen ^i^ erste Ecke des analytischen Drei- 
ecks gekehrte binomische (!B,e)-Linie liefert einen im 
ersten Kardinalpunkt liegenden oofernen hyperbolischen 
Punkt an einer zur Abscissenase parallelen Asymptote, 
dessen Beschaffenheit ans der entsprechenden A-Form 
nach dem ^-Princip erschlossen werden kann. 

3) Eine gegen die erste Ecke des analytischen Drei- 
ecks gekehrte binomische (£s,ffl}-Linie liefert einen im 
ersten Kardinalpunkt liegenden oofernen parabolischen 
Punkt mit der oofernen Geraden als Tangente samt einer 
binomischen Parabel als Näherungskurve, welche die 
Beschaffenheit desselben kennzeichnet, indem sie zeigt, 
wie die beiden Kurvenzweige ins Unendliche streben. 

Ganz dieselben Sätze gelten für die gegen die zweite Ecke 
des analytischen Dreiecks gekehrten {e,7s)~, (e,ea)- und (*»,oi)-Li- 
nien in Beziehung auf die im zweiten Kardinalpunkt liegenden 
ODfernen Punkte der Kurve. .-- . 
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Ablesungen aus dem analyt. Polygon für die oofemen Punkte. 111 

Hiezu kommt für eine dem zweiten Hauptsatz entsprecheniäe, 
auf der Hypotenuse des analytischen Dreiecks liegende Ümriss- 
linie des analytischen Polygons der weitere Satz: 

4) Eine auf der dritten Seite (der Hypotenuse) 
des analytischen Dreiecks liegende binom. (ro, ro)-Linie^) 
liefert einen beliebt ff, d. h. nicht im ersten oder 
zweiten Kardin alpunkt, liegenden ao fernen Punkt 
und zwar im Allgemeinen nur die Richtung nach 
demselben. Um die Tangente in ihm, die Asymptote, 
zu finden, ist im Allgemeinen eine besondere Rech- 
nung nötig, worüber die folgende Nummer das Nähere 
enthält; zugleich giebt diese Rechnung auch näheren 
Aufschluss über die Beschaffenheit des betreffenden 
cßfernen Punktes. 

Ist eine der in den vier Sätzen genannten Umrisslinien des 
analytischen Polygons trinomisch oder polynomisch, so 
gelten für dieselbe ganz analoge Bemerkungen, wie oben (S. 109) 
für die trinomischen und polynomischen (e, e)-Linien. 

II. Die Asymptoten-Schnitlpunktsgleichung. 

Die im folgenden gegebene Methode zur Bestimmung der 
Asymptoten einer Kurve könnte leicht allgemein mit Hilfe der 
Diiferentialrechnung dargestellt werden. Es ist aber vorzuziehen, 
dieselbe durch einige Beispiele zu erläutern, das einemal, weil 
dadurch dem Anfänger d^ Terständnis der Methode erleichtert 
wird, das andermal, weil die an der Hand von Beispielen durch- 
geführte Methode rein algebraisch^) zu Werke geht und weil 
sie zugleich viel praktischer ist. 

1) Für eine solche (ra,o) LmiP ist im UneniliLlien a; = o und 
y ~m, das Verhältnis x'.i/ aber hat emen bestimmten endlichen Wert, 
während auf einer gegen die erste, bezw zweite Ecke ^''^ebtten {ra, nj-Linie 
dieses Verhältnis oo , bezw. ist. 



2) Nämlich mit Hilfe d 


es Satzes von den unendliehei 


n Wi 


einer algebraischen Gle- 


ichnng mit Einer ünbekani 


iten 


Anmerk. S. 85). 
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Beispiel 12. 

(1) ä^-hf — 3wy — w = . 

Die BiehtungeQ nach den ocfernen Punkten der Kui-ve sind 

(2) = ic* + y^ = (a; + )/) (tc^ ~~wy + y^) , 

die beiden letzteren sind imaginär, die erstere ist reell; die Tangente 
im betreffenden ocfernen Piinlit, die Asymptote, ist parallel 
zu dieser Eiclitußg und sei dalier 

(3) x + y = G oder y =^ G — cc , 

wo der Wert des unbestimmten Äbsolutgliedes G zu ermitteln ist. 
Das «/-Eliminat ') aus (1) und (3) giebt zur Bestimmung der 
Abscissen der Durchacbnittapunlite der Asymptote und der Kurve 
die Gleichung 

al^ ^ {Cj — ajf — %x{C--w) -w^(i oder 

(4) 0.»^4-3(C+l)x^— (SCP+3<7+l}*;4-C^ = , 

welche Af^ymptoten-Schnittpunktsffleiehung heissen möge. 
Da der Koefficieiit von a;^ Null wird, so ist eine Wurzel ic dieser 
Gleichung oo, d. b. die Gerade (3) schneidet, was auch G sein 
möge, die Kurve einmal im TJnendliehen , wie zu erwarten war. 
Die Asymptote berührt aber die Kui-ve im Unendlichen, d.h. 
schneidet dieselbe in zwei zusammenfallenden ccfernen Punliten, 
für die Asymptote mnss daher noch eine Wurzel ie in (4) gleich 
CO werden, wodurch man für C die Bestimmungagleichung 

C+1=:0 , also: C=— l 
erhält, so dass 

(5) x + y + i=Q 

die reelle Asymptote der Kurve ist. 

Damit ist aber das, was die Asymptoten-Sehnittpunlttsgleich- 



1) Häufig ist es bequemer, das x-Eliminat aus (1) und (3) zu le- 
atimmen ; die Bechiiung bleibt sonst ganz dieselbe. Auch könnte man naeh 
Uomagenisirung das «i-Eliminat bilden, welches sich manchmal viel rascher als 
die beiden andern Eliminate bilden lässt. Die dann eintretenden Modi- 
fikationen in der Behandlung bleiben dem Leser ttberkssen. Bin gutes Bei- 
spiel fUr diesen Fall bildet das Oirkvlm'e, aovrle das Descartes'aehe Folium 
(8. Beispiel 8). 
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ung ZU liefern im Stande ist, noch nicht erschöpft; wollte man 
nur die Asymptote herechnen, 1,0 wäre es nicht nötig, die Gleich- 
ung (4) in Toller Länge anzuschreiben, es würde genügen, mü- 
den Koeffieienten von 3,^ au-^zurechnen ^). Die vollständige Aufstell- 
ung der Gleichung (4) hat denselben Zweck, wie die Aufstellung 
der ^-Formen des analytischen Polygons der Kurve, worin eben 
der Hauptnerv der neuen Disbissionsmethode liegt. Wie näm- 
lich diese ^-Formen die endlichen Schnittpunkte der Kurve mit 
den Hilfskiirven liefern, so erhält man aus der Asymptoten- 
Schnittpunktsgleichung die übrigen Schnittpunkte der Kurve 
mit der betreffenden Asymptote, 

Mit dem für die Asjmptote gefundenen Wert C = — 1 
gieht die Gleichung (4) als Abseisse des dritten Schnittpunkts 
der Kurve und der Asjmptote 

zugleich weiss man damit, dass die Kuiwe von der Asymptote 
2punktig im Unendlichen berührt wird, dass also die beiden der 
Asymptote sich nähernden Zweige auf verschiedenen Seiten der 
Asymptote liegen (vergi. den Satz S. 55 und 56). Auf welcher 
Seite der eine Zweig, auf welcher der andere liegt, lägst sich in 
jedem einzelnen Fall leicht aus den weiteren Elementen, welche 
das analytische Polygon au die Hand gieht, oder auch aus einer 
weiteren Diskussion der Asymptoten-Schnittpunktsgleiohimg er- 
sehliessen, 

Fasst man nämlich in Gleichung (4) G als willkürlichen 

1) Die Asymptote allein kann ancli ziemlich rasch folgendermassen 
bestinimt werden (vergl. Jotmsim, Curve Tracing, London 1885, Seite 12; 
sowie Anm, 1 S. 111 dieser Schrift): Schreibt man die Kurve in der Form 

«+,=-,?«+-% , 

so wird , da für den betreffenden mfemen Punkt y ^^ — a: =: ai ist , die 
Asjmptote 

den iweiten BmeVi erhalt man ans dem ersten , wenn mM gemäsa dem 
m-Prinoip (C gegenüber von xy vernachlässigt; man achreibt daher in Praxis 
mit Umgehnng des ersten Braches sogleich den zweiten an. 



''+!'=S 
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Parameter auf, so dass Gleichung (3) einen Parallelstrahlenbttaehel 
zur Asymptote daret«)lt, so erhält man aus (4) für einen be- 
liebigen Wert von G die Abseisaeu der endlichen Schnittpunkte 
der ent'iprechenden Parallelen, wodurch sieh die ganze Kurve 
punktweise aus dei Asymptoten-Schnittpunktsgloicbung berechnen 
lässt, s unten 

Fragt mia insbesondere nach denjenigen Werten von C, 
für weluhe he beiden endlielien Schnittpunkte auf einer solchen 
Parallelen (für höhere Kurven: zwei von den übrigen Schnitt- 
punkten) zusammenfallen , so erhält man die zur Asymptote 
parallelen Tangenten der Kurve, deren Bemhrungspunkte Kul- 
minationspunkte der Kurve in Beziehung auf die Asym- 
ptote sind. Die verschwindende üiskviminante der Gleichung (4) 
liefert zur Bestimmung dieser Werte von G die Gleichung 

4 . 3 ((7 + 1) . C= — (30" + 3C + 1)' = oder 

30 — ecä — 15C^ - 6(? — 1 = , 
welche, graphisch-mechanisch gelöst, zwei imaginäre und näbenings- 
weise die zwei reellea Wurzeln — l,ia und --i- 3,57 giebt, so dass 

X + y = — 1,12 und a; + y = 3,57 
die zwei zur Asymptote parallelen Tangenten sind. Für 
die Berührungspunkte auf diesen Tangenten, die eben erwähnten 
Kulminationspunkte, liefert die Gleichung (4) mit den gefundenen 
Werten von C als Abscissen: 

0)=- — 1,05 und X — 1,8a . 

Für (7< — 1,12 und C > 3,5; ist die Diskriminante > 0, 

die Schnittpunkte der entsprechenden Parallelen mit der Kurve 

sind daher imaginär. Die ganze Kurve ist also, was ihren reellen 

Verlauf anbelangt, zwischen die beiden obigen Parallelen einge- 



zeichnet man nun die Asymptote samt dem dritten Schnitt- 
punkt auf ihr, die beiden Parallelen nebst ihren Berührungspunkten 
auf, so sieht man leicht, welche Werte man dem G am zweck- 
mäasigsten zu geben hat, um die Kurve aus der Asymptoten- 
Sebnittpunktsgleichung (4) punktweise zu berechnen; man erhält 
folgende Tabelle zusammengehöriger Werte: 
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Asymptoten -Schnittpunktegleichuiig weiter diskuürt. 



c 


«!, X, 


<-l,l! 


imaginär 


-1,1. 


-U -1, 


— 1 


t» -1 


— 0,. 


1,11- —0, 


— 0,s 


0,« -0 





0,js 



C 


ic, a^a 


+ 0,5 


0,Ö8 0,04 


1 


1 0,17 


2 


l,a3 0,5S 


3 


I,ao l,ia 


3,o 


1,8. 1,83 


>3,» 


imaginär 



Bevor der Anfänger diese Werte auf Millimeterpapier zu- 
sammenträgt, disltutive er die Kurve selbständig ans ihren l-^or- 
men. Dabei überzeugt man sich, dass man bei der Einzeichnung 
der Kurve mittels der Daten, welche die ^-Formen an die Hand 
geben, in Betreff des Verlaufs der Kurve gegen das Unendliche 
hinaus einige Unsicherheit fühlt, welche durch die Berechnung 
der Asymptote sofort beseitigt wird. 

Kines besonderen Umstandes, welcher bei der Disiiussion 
dieser Ktirve auftritt, sei noch gedacht. Die beiden ersten A-For- 
men sind 

I AB{m,m) CD 



AG 



BDie,s) 
- (t/' — x) = 







Aus der ersten folgt untei andeieni, dass die Kurve und die Ge- 
rade 3y -f- 1 = ßui Einen reellen Punkt, den Schnittpuatt mit 
a! + y=Q, gemnm haben, die zwei übrigen Schnittpunltte sind 
gemäss dem Paittoi (t^ — j-y -h^} m AB imaginär. Die zweite 
Gleichung giebt die Wendeparabel ^■' — w = als Näherungskurve 
im Ursprung. Werden nun diese und die übrigen Daten, welche 
aus den I-Pormen sich ergeben, in einer Figur zusammengetragen, 
und beginnt man die Einzeichnung der Kurve im Nullpunkt, so 
erkennt man, dass die Kurve an der Wendeparabel aus dem er- 
sten in den dritten Quadranten übertritt und dann rasch eine 
Kulmination gegen die w-Axe erreichen muss, da eben 
die nahe am Ursprung liegende Gerade 3^+1 — ausser in 
dem obenerwähnten, im vierten Quadranten liegenden Schnittpunkt 
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- Fig. flO Ti 



nur noch zwei imaginäre Schnittpunkte mit der Kurve gemein hat. 
Man sieht hieraus, wie die Beachtung imaginärer Schnitt- 
punkte, welche analytisch esistiren, für die Anschau- 
ung aher die Abwesenheit von Schnittpunkten angeben, 
mit Vorteil bei der Diskussion von Kurven verwendet 

werden kann. 

I riK. 6(1. 1 

Beispiel 13. 



(1) ^^^^ 



D E 




Dieses Beispiel bietet die Besonderheit, dass das analytische 
Polygon keine Näherungshilfsktirven liefert, da, wie in einer voll- 
ständigen G-leichung, die Seiten des Polygons die drei Seiten des 
analytischen Dreiecks sind. Das Aggregat dei' Glieder A, B^ C, B 
gieht durch Klammerbildung zerlegt: {x~yf{x + y), daher ist 
die der Hypotenuse entsprechende i-Form 

( ABCD{u,a) EFG 

(V) \{ce-yf{x + y) + {x^ + y'—\)uy={) . 

Hieraus folgt: In der Richtung der ersten Mediane x-\-y = Q 
liegt ein, in der Richtung der zweiten Mediane x — y = liegen 
zwei Gcferne Punkte. Was 
die beiden letzteren anbe- 
trifft, so folgt nach dem 
Princip f^+Xg = i) (s. An- 
hang F) , dass die ccfome 
Gerade w = im Schnitt 
mit X — y = zweipunktig 
berührt wird. Die Kurve 
streht also wie eine gewi5hn- 
liche Parabel (vergl. S. 45 
oben), etwa wie die Parabel 
in Fig. 41, S. 62 oder wie 
diese Parabel in umgekehr- 
ter Lage zum ccfernen Punkt 
der ersten Mediane. Weiter zeigt Gleichung (1'). 
durch die Schnittpunkte P und $ der Geraden x -f 




Beispiel 13; {x — y)^{x + j/) + {x'^-i-y^ — \) = 0. 117 

des Kreises i»* + j/* — 1 = geht und letzteren in den Schniti> 
punkten R und S mit a; — )/ = berütirt [s. Pig. 61 ')J. 

Nun wird man die zu 3; + »/ = parallele Asymptote wie im 
Forigen Beispiel berechnen, Etwas kürzer ist folgende Rechnung: 

x + y=^C giebt: y=. 0~x und: x— y~^x — G , 
damit giebt die obige A-Form (1') 

(43,2 -iOx + CP)0 + x^ + (0"— 2ßc + a;') — 1 = oder 
0. a;ä + 2(2C+l)a^- 20(20+ l)a;+((?'+C^-l) = 
als Asymptoten-Schnittpunkisgleichung ^), woraus 2C + 1 =^ zur 
;' von O und damit 



für die betreffende Asymptote, deren dritter Schnittpunkt, da für 
2C + 1=:0 auch der Koefficient von tc verschwindet, ebenfalls 
im Unendlichen liegt, wie zu erwarten war, da die Eurvengleieh- 
ung symnaetrisch in ix und y ist; die Asymptote wird also von 
der Kiu:ve im Unendlichen dreipunktig berührt, ist somit Wende- 
asjmptote. 

Würde man nach derselben Methode auch die Tangente 
im ocfernen Punkt der Kichtung x — y = berechnen, indem 
man x — y = G setzt, so erhielte man durch Elimination von x 
aus dieser Gleichung und der Kurvengleiehung als zugehörige 
Asymptoten-Schnittpunktsgleiehung 



J) Nicht unbequem ist es in solchen Fällen , die erste Mediane als 
Doppellinie einzuzeichnen, da {x — y) quadiittisoh in ABCD auftritt. Den 
cftfernen parabolischen Punkt auf der ersten Mediane kann man entweder 
a ersten Quadranten der Figur durch eine doppelte PfeilspilÄe, oder so 
n dritten Quadranten andeuten, wo die durch co oder m = beieichnete 
ins Unendliche hinausgerüokt zu denken ist. 
2) Bei dieser abgekürzten Eechnung tritt das Glied O.cifi gar nicht 
auf, man wird ahet gut daran thnn, dasselbe zu ergänzen, damit die Äsym- 
ptoten-Schnittpunktsgleiehung stets in ToUet Länge und daher Übersichtlich- 
keit vor Augen steht; vergl, auch die nächste Änmerknng. 

s) Bei der Elimination durch Substitution von x=r y -\-G in die 
Kurvengleichung erMlt man eben diese Gleichung, bei der abgekürzten Eli- 
mination erhielte man 2)(a + 2C(C+l)iy-l-(C3+C»—l) = erweiche erst 



woraus zur Bestimmung von- C 

. C + 2 := , also C = 00 
und damit oG + y^<xi , 

oder, was dasselbe ist, m ^ 0, d. h, die ccferne Gferade als Tau- 
gente in diesem oofernen Punkt sich ergiebt, wie schon oben aus 
der A-I"orm (1') direkt erschlossen worden ist. 

Aus der weiteren l-Form, welche der zweiten Kathete im 
analytischen Dreieck entspricht: 

(1") \(a? + x^— l)~p{x^ -i- xp — y^ — if) = Q 
ergiebt sich, da iu^ + a^— 1 = nur die eine reelle Wurzel 
0! = 0,78 hat, auf der Äse j/ = der einzige reelle Punkt T mit 
Abscisse 0,76. Für a: = 0,76 gieht BCDF y = 0,6ä und ^ — 0,sg , 
womit alle drei auf der Geraden x= 0,76 liegenden Punkte der 
Kurve gefunden sind; die beiden letzten sind in der Figur weg- 
gelassen, da sie zu nahe an die Punkte R und P au liegen 
kommen. 

Die Aufstellung der dritten ^-Form, welche der ersten Ka- 
thete im analytischen Dreieck entspricht, kann entbehrt werden, 
da die Kurve symmetrisch zur ersten Mediane ist und daher 
das aus der zweiten ^-Form Gefundene symmetrisch sich über- 
tragen lässt. 

Damit kann der rechts von der zweiten Mediane gelegene 
Kurvenast mit ziemlicher Genauigkeit, wie in Figur 61, ge- 
zeichnet werden, von dem andern Kurvenast hat man nur den 
Diskriminantenpunkt S und das oben über den cofernen paraboli- 
schen Kurvenpunkt Gesagte, woraus man aber mit voller Sicher- 
heit schliesst, dass, von S ausgehend, ein zweiter Kurvenast, sym- 
metrisch zur ersten Mediane, nach Art einer gewöhnlichen Parabel 
im dritten Quadranten ins Unendliebe sieh erstrecken muss, 

Zur genaueren Bestimmung dieses Astes liegt es nach dem 

an ergfinzen wäre. — Allgemein leuchtet ein , dass die Asymptoten -Schnitt- 
pnnktBgleichung für eine Kurve «'" Ordnung von der Form ist; 

0.3:" + 9,(C).a^"-'-t-^(C).a;"-H -h !»(C) = , 

wo g,(C) vom r'"» Ürad in C. 
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gefiindeaen Bild der Kurve, abgesehen von der punktweisen Be- 
rechnung, nahe, die Berührungspuaiifce der Nullpunktstangeiiten, 
die dritten Diskriminantenpunkte, zu berechnen {vergl. § 4, 
Nr. 6, S 61 und Beispiel 9), Schreibt man hiezu die Kurven- 
gleiehung in der Form 

so hat man für die dritten Diskriminantenpunkte: 

W Is^^' + s'-ä =o')| 

(f) \l=3(x~„}'(x + y) + 2(^ + s'} = I 

sie sind also die Schnittpunkte des Kreises («) und der Kurve (ß), 
welch letztere durch lineare Kombination mit («) die Kurve 

giebt, so dass die fragliehen Diskriminantenpunkte einfacher als 
Schnittpunkte des Kreises («), welcher leicht eingezeichnet werden 
kann, und der Kurve (y) sich bestimmen. Zur Aufzeichnung der 
Kurve (y) liegt es nahe, zu setzen: 

(S) I x — y = w'\ 

(s) \'^ + y = y'} ' 

womit die'^elbe auf das System der beiden Medianen als Koordi- 
natenaien bezogen ist; (y) geht damit über in 

cc'y = - 2 
und stellt alao eine binomische Hyperbel III, Ordnung dar, welche 
nun ebenfalls aus dieser Gleichung sieh leicht berechnen ^J und 

il Da diese 'ileichung vom zweiten Grad wird, so darf man a, wie 
hier geschehen, gleich 1 sefesen; in Beispiel 9 würde damit — vom ersten 
Grad, wesshalb der Faktor w beibehalten werden musste. 

^) Han beachte, dass bei dieser Art der Transformation die Einheit 
far das neue System im Allgemeinen sich ändert. Die Gerade «' = ! 
im neuen System hat gemäss (g) im alten System die Gleichung x — y^=l. 
Die Gerade x - y =: 1 schneidet aber von der '/.weiten Mediane, welche ge- 
mäss (e) die neue K'-Aie ist, das StUck -^-- ab, daher ist — = die Einheit 
im neuen System. 
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eintragen lässt. Die dritten Diskriminantenpunkte sind 
damit graphisch gefunden. 

Dass atatt der eben vorgenommenen Art der Transformation 
auch die an sich, wegen der Symmetrieverhältniase nahe liegende 
Drehung um — 45" zu demselben Resultat führen würde und mit 
Torteil bei der Diskussion der Kurve (1) sich verwerten liesse, 
braucht kaum erwähnt zu werden. 

Beispiel 14. 

(1) a>^ — aP'y — wif +y^ — x~-y — 1 = , 

AB (J I) F. F Q^) 
i ABCZ>(ra,ra) EFG 

(!') \{x~-yf{x+y)-{x + y + \)<^^==(i . 

Die {n(, «rl-Linie ABGD zeigt wie im vorigen Beispiel 
einen oofernen Punkt in der Richtung x-hy^O und zwei 
Gcfenie Punkte in der Richtung a; — j» = 0; da aber w im zweiten 
Glied der ^-Porm quadratisch vorkommt, so fo^: 

1) ic + y = ist selbst Asymptote, und da der annuUu-te 
Mitfaktor von m^ in FFG, die Gerade ^ + i/ -f- 1 = 0, durch 
denselben oofernen Punkt geht, so wird die Asymptote von der 
Kurve dreipuuktig berührt, ist also Wendeasymptote, wie im 
vorigen Beispiel die Asymptote x + p = ^-^j^- 

2) Gemäss dem Prineip /^ + ^./A = liegt in der Richtung 
X — y = ein ccferner Doppelpunkt, die Tangenten in ihm, 
die parallelen Asymptoten, erhält man auf analoge Weise, wie 
in den vorhergehenden Beispielen eine einzelne Asymptote be- 
rechnet wurde, mit Hilfe der Aaymptoten-Schnittpunktsgleichung, 
Ausserdem liest man aus der i-Porm noch ab: die Kurve berührt 
die Gerade a; + i/4-l = im Schnitt mit x — y = 0. 

Ist X — y=C eine der Asymptoten im Doppelpunkt, so 
giebt das a^Bliminat'') ans dieser Gleichung und der Kurvon- 
gleiehung als Asymptoten-Schnittpunktsgleichung 

0.y«+0.;/*+2(O'-l);/ + (C^— O-l) = , 



1) Das Di'^amm des analjtia hen Poljgoi s ist ganz analog wie in 
Fig. 60, nui stehen die Buchstaben E unl J" im x. hi-zw j Glied 

ä) Der Änfangei bereclme dasselbe ansführiicher luri-h Substitutiot 
sowie in der abgeinrzten Weise wit in vorigen Be spiel 

l.oo ^^Ic 
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welche, was auch G sein möge, zwei Wurzelü y gleich gc hat; 
jede Gerade ä)'—y=C achneidet also die Kurve in zwei im Un- 
endlichen liegenden Punkten, woraus ebenfalls folgt, dass der 
betrefEende Goferne Punkt ein Doppelpunkt ist. Für jede dor 
Tangenten im Doppelpunkt, d. h. für jede der Asymptoten muss 
noch eine Wurzel y gleich oo werden, man erhält daher als Be- 
stimmungsgleichung für die G der beiden Asymptoten des 
Gofernen Doppelpunkts 

0^.-1 = , also; G=±l 
und damit für die beiden Asymptoten die Gleichungen: 
x — 2/ = + 1 und sc — y = — 1 . 
Die Asymptoten -Schnittpunktsgleiehung liefert in diesem Fall, 
wo die Kurve von der 111, Ordnung ist, keine weiteren Schnitt- 
punkte auf den Asymptoten, wie natürlich, da jede Asymptote 
den einen Ast im Ünendiichen berührt, den andern zugleich schnei- 
det; dagegen ist dieselbe in einem solchen Fall besonders zur 
punktweisen Berechnung der Kurve geeignet, da dieselbe in y 
linear ist und daher für jeden beliebigen, von -h 1 und — 1 ver- 
schiedenen, Wert von ö auf jeder zu den beiden Asymptoten 
parallelen Geraden ie — y = G nur Einen Schnittpunkt mit der 
Kurve liefert. Diese Berechnung, sowie die Behandlung der zwei 
weiteren ^-Formen und die Zeichnung bleibe dem Ani^nger flber- 
lasaen. 

Beispiel 15. 

A B G D E F 

Die Zerlegung des Aggregats der kubischen Glieder geschieht 
am schnellsten durch graphisch-mechanische Auflösung der kubi- 
schen Gleichung 2(-) -H 3(-) — 1 = 0, man erhält 7a als ein- 
fache und —1 als Doppelwurzel; damit wird die entsprechende 
A-Form 

j ABG(m,m) DEF 

woraus folgt : der ccferne Punkt in der Richtung sB + y=^ ist 
ein Doppelpunkt, da aber die Gerade a; + y -H 2 = durch den- 
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selben Gßfernen Punkt geht, so wird die Gerade x + >j = drei- 
puiiktig im TTiiendlichen berührt, die beiden Tangenten des Doppel- 
punkts fallen also zusammen, er ist ein ocferner Rückkehr- 
punkt mit x + y = als Rückkeiiraajmptote. Die Äsym- 
ptoten-Schnittpunktsgleichung würde dies folgendermassen ergeben : 
Mit X + y = C wird dieselbe: 

0./ + 0./— 3<?^*/ -I- 2(03— 1) = 
woraus C^ = , beide Asymptoten fallen also mit x + y = d 
; etc. etc. 



Beispiel 16. 

(1) 4:a^-^2aPy—6äi^—2icy — f+Zy = . 
Die BichtUDgeu nach den otfernen Punkten sind: 

(2) = 4a;3+2,r,V = 2a;^(2a:-hy) . 
Die reelle (schiefliegende) Asymptote sei: 

(3) 2x + p = oder y=C—2w , 
damit wird die Asymptoten-Schnittpunktsgleichung: 

(4) 0.a;'+2{(?— 3)a;^+2((?— 3)a;— C(C— 3) = , 
woraus zur Bestimmung von. 

0—3 = , also: (?= S 
und damit 

(5) 2a; + y =- 3 

als eine reelle Asymptote eich ergiebt. Mit C--3 geht Gleich- 
ung (4) über In: 

O.ic^ + O.ic^-I-O.a; 4-0 = 
d. h. sie wird identisch, sie ist also durch jedea beliebigen Wert 
von a; befriedigt, sie hat txviele Wurzeln. Die Gerade (5) schnei- 
det also die Kurve in otvielen Punkten, d. h. sie gehört als 
Bestandteil zur KuiTe, Den weiteren Bestandteil der Kurve, der 
ein Kegelschnitt sein muss, ei'hält man durch Division der linken 
Seite der Gleichung (1) mit (2x-i-y~ 3) oder kürzar aus (3) und 
(4) durch Elimination von 0. Gleichung (4) giebt in der Form 

(C - 3) (2*^ +2a!-C) = 
gemäss (3) 

{2x + y- 3) (2»;''— y) = 

hoE.jbyGoogle 



; ZeiMlende Kurife. — Beispiel 17. 
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als Gleichung der gesucbfcea Kurve, welche also in die Gerade 
3a^4-i/ — 3 = uud die Parabel 2.a)^ — y = (i zerfällt. 

Man sieht hieraus, dass bei der Bestimmung der Asym- 
ptoten einer Kurve geradlinige Bestandteile der Kurve, 
falls solche vorhanden sind, sich unmittelbar ergeben 
durch ein Identisch-Werden der Äsymptoten-Schnitt- 
punktsgleichung. 

In diesem Fall, wo der zweite Bestandteil der zerfallenden 
Kurve eine binomische Parabel ist, würde das Zerfallen auch 
aus den A-Formen direkt sieh folgern lassen. Eine der A-Formen 
ist nämlich: 

( ACDF BE(m,m) 

I {id — 6^'' — 2xy + 3)/) +- yCiic* — i/) = , 

sie zeigt, dass die Kurve wie die Parabel 2a:^ — )/ = zum 
zweiten Kardioalpunkt strebt. Zur Bestimmung der eBdliehen 
Schnittpunkte auf der Parabel hat man y = 2^^ in AODF zu 
setzen, womit man erhält: 

4i)f — dar' — 4a? +6x^ = ; 
also liegt jeder Punkt der Parabel auf der Kurve, u. s. w. 



8Y 


tY 


af 


'zW 


Ba^iy 


ta.86. 


8¥ 


8J,' 


8"f 
8J.8. 


»V 


av 


a'f 


eB.83: 


8..8!, 


Tjr 



der im Beispiel l behandelten Ku 
soll untersucht werden. 



1) Die Pnndamental-Eigenacliaft der duxeli die obige Determinante 
deflnitten sog. fiesss'schen Kurve ist: 

Die Hesse'Bcie Kurye einer gegebenen Kurve gellt dui-ch 
deren Wendepunkte (zweimal dnreh deren Flaohpnnkte, dreimal 
durch deren "Wendeflaohpunkte u, s. w,). 
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Um die Gleichung der Ilease'schen Kurve der gegebenen 
Kurve zu bestimmen, bilde man zunächst: 






- 2x10 



woraus durch Berechnung der zweiten Differentialquotienteo, wenn 
man in jedem Element der Determinante den Eaktor 2 weglässt 
und M = 1 ') setzt, als Sesse'äche Kurve sich ergiebt; 

y « -1 

w l 1/ = cfler 

-1 y -X 

(1) a?~i/-^x!i — l = Q . 

Diskussion dieser Gleichung. Die Richtungen nach den 
(»fernen Punkten sind: 

(2) = ic^-2/^=(^-y)(^-jy)(*-iV) . 
Die reelle Asymptote 

(3) w-p=C 
liefert als Äsymptoten-Schnittpunktsgleichung 

(4) 0./+3(C— 1)/ + 3C!(0-1)2/ + (C'— 1) = , 
welche C= 1 giebt und damit zugleich identisch wird; also ist 



(5) «-S = l 

ein Bestandteil } der Kurve Die Dnibion') dei hnken Seite 

1) Da die zwtiten Diflerentialqnotienten allgomein vom Grade (n — 2) 
sind, so ist 3(«- 2) die Ordnung der SustKhen Kurve Wird liei der 
Bildung der zweiten Differentiilqnotienten oi^ 1 gesetzt so kann der Giad 
der Deteiminante <; \?i — 2) werden alsdann ist m = ein oder mehr- 
facher Bestandteil der ifesse'schen Kurve 

^) Dass (K^y — ^1 ein Faktor der linken &eite der Gleicliuiig (1), 
zeigt die Determinantßnform der Gleichnng urnnittelljar wenn man 2. B. von 
der zweiten Vertikalreihe die erste subtrahirt und die diitte zu ihr addirt, 

3) Diese ist ein pädagogisch-interessantes Beispiel einer Diviieion arith- 
metischer Buohstabenausdrücke. 
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Beispiel 17: Hesge'sche Knive von 3fiy-\~y'^ — x=^0. i25 

(1er Gleichung (1) durch (^ -i/— 1) liefert den Kegelschnitt 

(6) ä:^ + xy -\- /+ w — y -1-1 = 

als iveiteren Bestandteil der Kurve, was kürzer wieder durch 
Elimination von G aus (3) iind (4) wie im vorigen Beispiel sich 
ergiebt. 

Die Gleichung (6) stellt einen Kegelschnitt mit den ima- 
ginären ccferiien Punkten 

ix^-htxi! + f = <i\ Ux —jy) (.« —fy) == I 

dar, dessen imaginäre Asymptoten sich in derselben Weise be- 
rechnen lassen, wobei man finden würde, dass der Kegelschnitt 
in ein imaginäres Geradenpaar zerfilllt. Übrigens wäre die Be- 
rechnung der imaginären Äsymptoteü der Kurve (1) an sieh 
einfacher, als die Bestimmung der imaginären Asymptoten für 
die Gleichung (6), da Gleichung (1) wen^er Glieder als Gleich- 
ung (6) enthält, umsomehr aber, da man die ganze Asymptoten- 
rechnung dann nur einmal zu machen hätte. Setzt man nämlich 
gemäss (2) 

so erhält man hieraus und aus (1) als Asymptoten-Schnittpunkts- 
gleichung: 
Oy + 3?0-C-l)/4-3CO-C-%+(C'-l)(i6>-l}(/C-l)-0, 

welche giebt 

jC- 1=0 , .ISO C=j~f , 
und damit zugleich identisch wird; also ist 

ein Bestandteil der Kurve. Nimmt man an Stelle von j der 
Reihe nach die drei Werte von yT, nämlich 

1 . i 1 i' . 
so findet man mit Einem Schlag, dass die Hesse'scho Kurve 
in die drei Geraden 
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126 § 7. Schluas. — § 8. 

zerfällt. Dieselbe besteht also aus der reellen Geraden 
X — y — 1 = und dem isolirten Punkt (—1, -f-l), dem 
Schnittpunkt der beiden imaginären Geraden. 

Nach dem Fundamentalsatz über die Scese'selie Kurve gebt 
die reelle Gerade durch die Wendepunkte der Kurve /= 0, wie 
man sich graphisch überzeugen kann, wenn man diese Gerade in 
die Pig. 8, S. 19 einträgt. Zugleich hat man damit ein Bei- 
spiel für den Satz (vergl. auch Beisp. IV in § 8): 

Hat eine Kurve III. Ordnung drei reelle Wende- 
punkte, so liegen dieselben auf Einer Geraden. 



loh unteiUsac ea eme weitere Anzahl toxi unanageflilirti'n Ütuigs 
beispieleii beizugeben, da 3eile ÄufgAbeniammlmig sai Differential und In 
tegraltechnung und andere Simmlangen ^1 Kahlreiclie derartige Beispiele ent 
halten Übrigens kann iich jeder Lernende die Beispiele aui-h selbst machen 
und damit den Rem einer selbst gestellten Antgabe gerie s,en Dabei kann 
man anth das anilytisehe Polygon zuerst leiLhnen und lamit der Kurve be 
stimmte Beson ki holten v rsuhreiben wozu dei iwcbate Paragraph Beispiele 
giebt Von besonderem Interesse ist es auoli für eme Reihe von Xmven 
die man kennt oder distntirt hat wie im letzten Beispiel ihre Üessesche 
i-urte KU berechnen und zu untersuchen um damit auf praktischem Wege 
lie weiteren Eigenschaften der ife'ise s hen Kurve selbst aulzusuchen 
Wel hem Neuling wüide es keme Freude machen wenn er z B die Be?ae 
si'he Kurve des He cai(fss(hen JViifums bestimmt und dabei findet das« 
dieselbe witder em Deicarter, si-hes Foltam ist das in bestimmter Beziehui g 
zum gegebenen steht? oder wenn er für eine Kurve z B für i'+a-j" — 2a^y=f} 
die Heitbe sehe Kurve für letzten, wieder die Sc'-e sehe Kurve (zweite He iP 
sehe Kurve der gegebenen) berechnet und dabei wieder auf die urspriingluhe 
Knrve zurü kkommt? und dergl mehr 

I) Diese Gerade ist aber im Allgem men nicl t wie iii Jiesem Bei 
spiel liettandteil der iTe? es hei Kur\e man hereihn z B die ffeisf s he 
Kurve der Kurve 9 S 97 

") Eine reKhhaltige bammlung solcher Beispiele findet sich unter 
andern in Mn mi tune Traeing Londin IbS'i 
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Umgekehlte EurTendiskussion. 127 

§ 8. Umgeketii-te Kurvendiskiission. 

Die Aufgabe der umgekehrten Kurvendiskussioti ist: Es 
soll die Gleichung einer Kurve gefunden werden, welche 
eine Reihe von vorgeschriebenen Bedingungen erfüllt, 
%. B. gegebene charakteristische und singulare Punkte 
im Endlichen und Unendlichen besitzt, oder: für welche 
das Bild gezeichnet vorliegt, 

Dass diese Aufgabe praktisch von Wichtigkeit ist, leuclitet 
ein. Sind z, B für zwei Grössen, welche von einander abhängig, 
also Funktionen von einander sind, durch experimenteile Versuche 
eine Eeihe zusammengehöriger Werte bestimmt und trägt man 
dieselben als Äbscisse und Ordinate in ein Koordinatensystem auf 
Millimeterpapier ein, so erhält man eine graphische Darstellung 
des Abhängigkeitsverhältnisses der beiden Grössen. Bestimmt 
man sodann zum gefundenen Bild die Gleichung, so erhält man 
einen analytischen Ausdruck für das Abhängigkeitsverhältnis der 
beiden Grössen, welcher zur numerischen Berechnung verwendet 
werden kann. 

Eür die vorliegende Schrift, welche sich nur mit algebrai- 
schen. Kuiven beschäftigt, kann es sich nur um die Aufgabe 
handeln, zu untersuchen, ob es überhaupt möglich ist, eine alge- 
braische Gleichung aufzustellen, welche gewisse vorgeschjiubene 
Bedingungen erfüllt oder einer gezeichneten Kurve entspricht; 
diese Untersuchung gieht dann natürlich im Falle der Müglich- 
keit auch die gesuchte Gleichung. 

Für eine durch experiröeatelle Versuche graphisch gefun- 
dene Kurve ist es von vornherein fraglich, ob dieselbe durch eine 
algebraische oder transcendente Funktion analytisch darge- 
stellt werden kann. Nun wird aber die durch Versuche gefundene 
Eurve meist nur ein Teil des Gesamtbildes einer Funktion sein 
oder es handelt sich für eine vollständig gezeichnete Kurve nur 
um einen gewissen Teil der Kurve, welcher in Praxis von Be- 
deutung ist. Diesen Teil wird man daher zuerst durch zweck- 
mässige Hinzufügung von weiteren Teilen, insbesondere auch von 
ins Unendliche strebenden Zweigen derartig zu einer Kirrve er- 
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§ 8. - Fig, <!2. 



gänxeii , dass man von derselben ihre- Darstellbarkeit diircb i 
algebraische Gleichung erwartea kann, was natürlich eine g 
Vertrautheit mit algebraischen Kurven überhaupt voraussetzt, 
welche man sich am besten erringt durch Diskussion einer grös- 
seren Anzahl von Kurvengleichungen. 

Wie jede umgekehrte Aufgabe, so bringt auch diese ihre 
eigentümlichen, in der Natur der Sache liegenden Schwierigkeiten 
mit sich; welcher Art diese sind und wie derartige Aufgaben mit 
Hilfe des analytischen Dreiecks und den ^-Formen des analyti- 
schen Polygons gelöst werden, sollen die folgenden Beispiele 
zeigen (vergl. auch die Torrede). 

Beispiet I. Die Gleichung einer Kurve soll gefun- 
den werden, welche im Allgemeinen von der Gestalt 
einer gewöhnliehen Parabel ist, im Ursprung aber einen 
Spitzpunkt, im Unendlichen einen parabolischen Oval- 
punkt hat. 

Man nehme als Spitzpunkt im Ursprung den der Spitz- 
parabel (vergl. Fig. 25, S. 40) 

a;* — /=0 
AO{£,e) 

und als Ovalpunkt im zweiten Kar- C'(+) 

dinalpuiikt den der Ovalparabel (vergl. 

Fig. U, S. 32; ferner S. 44 oben) g^_y 

^-7/ = , 

trage die diesen Hilfskurven entsprechenden Linien AC und B'C 
ins analytische Dreieck zunächst als feingezogene Linien ein; die 
den Buchstaben im analytischen Dreieck in Klammer beigesetzten 
Zeichen + und — sollen andeuten, dass die betreffenden Glieder 
mit den beigeschriebeuen Vorzeichen in der Gleichung auftreten 




Da nnn AO eine (s, e)-Linie sein soll, so kann sie ihre 
Stelle behalten (man ziehe sie daher stark und markire die Punkte 
A und C durch Ringe), da ferner S'O' eine (ci, a)-Linie werden 
muss, so verschiebe man dieselbe parallel, bis sie durch G geht 
und damit in die Lage Bö kommt, in der sie eine (!a,ra)-Linie 
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Umgekehrte Kurvendiskussion: Beispiel I. 129 

darstellt. Vollendet man nun das analytisehe Polygon durch 
AS'), so erhalt man AB als eine auf der Hypotenuse des ana- 
lytischen Dreiecks liegende (es, ffl)-Lmie, nämlich: 
A S AB(ts,tii) 

welche zwei imaginäre ccfeme Punkte und zwar die imaginären 
Kreispunkte (vergl. S. 96) für die Kurve liefert''). Da AB 
nur Imaginäres giebt, so entspricht das Polygon ABC der ge- 
suchten Kurve, deren Gleichung 

ABO 

as* -j- a; V* — 1/^ — 

nun sofort abgelesen wird. Die Kurve gehört zu den cirkularen 
Kurven (vergl. S. 97). 

Nachträglich wird man zur Probe die gefundene Gleichung 
diskutiren, was weiter keine Schwierigkeiten hat und in einem 
so einfachen Fall bei einiger Übung leicht im Kopf ausgeführt 
werden kann. 

Schreibt man den einzelnen Gliedern noch beliebige Koeffi- 
cienten bei, so bleibt die Gestalt der Kurve im Wesentlichen 
erhalten, wenn nur die Glieder A und B dasselbe Vorzeichen 
haben, damit die entsprechenden Asymptoten imaginär sind. Die 
Koeffidenten lassen sieh dann so bestimmen, dass die Kurve noch 
weitere Bedingungen erfüllt. Schreibt man dieselbe z. B. 

und stellt die Bedingimg, dass die Kurve durch den Punkt (2, 3) 
gehen soll, so erhält man zur Bestimmung von p 

16-1-4.9 — 27^ = , also: p = 1,83 . 
Die Kurve hat dann im Ursprung den Spitzpunkt der Spitzparabel 
(C* — l,93y^ = und strebt wie die Parabel ic^ — l,98y = zum 
zweiten Kardinalpunkt. 

j In der r g r ist es antprlas en d e L n e AB stark aixrzvi hen 
dam t es deutl eher w rd wie diese Figat allmahl g dut h Ra t, nn ne t 
entsteht 

2) An tatt e so zu machen wem Text kennte »•in anol IB pa 
rallel ersch eben bis A nach B k mmt w n t i an sofort s el t dass 
(x^ 4- ; ) las Kia neragg egat von AB ist . 
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Ohne die Gestalt der Kurve im Allgemeinen zu ändern, 
könnte man auf der (m, ro)-LiQie AB aach noch das Glied a^y 
heifügeü, die Gleichung der Kurve also in der ailgeiaeineii Form 

ax* + ha^y 4- ca^^ — dp" = 
sehreiben, uur mllsste das Aggregat der Glieder IV. Grades 
w^ {ao!^ + hani 4- cy^) zwei imaginäre Asymptoten liefern, also die 
Diskriminante iac — 6^ > sein. 

Beispiel II. Wie lautet die vorige Kurve, wenn der 
Ovalpiinkt im Endlichen, der Spitzpunkt im Unend- 
lichen liegt? 

Der zweite Kardinalpnnkt i "^ ~ « } wnd der dritte Kardinal- 
punkt |*^^[ vertauschen sieh, virenn man y und m vertauscht 
(vergl. anch die Frage im Kleindruck auf S, 27); damit giebt 
die vorige Aufgabe; 

a;* + a^m"^ — lo^y = 
oder, wemi ai^^l gesetzt wird und Konstante beigefügt werden: 

X* + p^aif — g^y ■— 
als gesuchte Kurve'). 

Beispiel 111. Die einfachste Gleichung einer ge- 
schlossenen Kurve IV. Ordnung, welche im Ursprung 
einen Selbstberührungspunkt bat, dessen beide Zweige 
wie die Parabeln 

y'^ — X — und j/^ — 4a; = 
sich verhalten, und weiche durch die Schnittpunkte 
dieser Parabeln mit der Geraden 

geht, soll bestimmt werden. 

1) Für die Cissoide 

tindet man als deren Evolute 

K* 4- -g- a^x^ + -^ a^i/ = ; 
die gesuchte Kurve ist also die Evolute einer Cissoide. 
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Umgekehrte KurTendiskn&sion: Beispiele II, III, IV und V, 131 

Die {e,e)-Liiiie des analytischen Polygons muss sein: 
= i;/^—^) i/—ix) = / ~ SiBt/* + 4x^ . 
Die Jl-HUfskurve in der zugehörigen i-Form muss jedenfalls den 
I'aktor (a; — y) haben, der einfachste Mitfaktor, den man dem 
letzteren geben kann, damit die Kurve ganz im Endliehen Hegt, 
also lauter imaginäre ocferne Punkte hat, ist tc^ , womit (ic* + i/*) 
das Aggregat der Glieder höchsten Grades wird; somit ist: 

oder 

eine Kurve, welche den gegebenen Bedingungen entspricht. 

Beispiel IV, Die Gleichung einer Kurve III. Ord- 
uung mit drei reellen Wendepunkten, deren Tangenten 
parallel und senkrecht zur Verbindungslinie der Wende- 
punkte sind, soll bestimmt werden. 

Nimmt mau die Gerade der drei Wendepunkte (vergl. den 
Satz S. 126) als x-Axe, «nd somit die drei Wendetangeuten parallel 
zur y-Axe, so sind letztere gegeben durch 

(^-«)(^-^)(^~y) = o . 

Die Glieder der linken Seite der letzten Gleichung bilden die 
(e,0)-Linie des analytischen Polygons, sie liegen auf der zweiten 
Kathete im analytischen Dreieck, deren Punkte sämtlich besetzt 
sind. Der zweite Teil der zugehörigen A-Form muss, damit die 
drei obigen Geraden im Schnitt mit y = dreipunktig berührt 
werden, notwendig den Faktor jf haben; daher kann die gesuchte 
Kurve von den Gliedern einer vollständigen kubischen Gleichung 
in x und y überhaupt nur noch das i/^-Glied haben; also ist: 

Xf = (.r — «) (ic — ß) (x — f) 
die gesuchte Gleichung. Die Asymptotenrichtungen der Kurve sind 

die Zahl i kann daher noch so bestimmt werden, dass die Eine 
reelle Asymptote der Kurve eine gegebene Eichtung hat. 

Beispiel V. Die Gleichung einer Kurve III. Ord- 
nung soll aufgestellt werden, welche die drei Kardinal- 
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geraden x = Q , i/ = und w = zu reellen Wendetan- 
genten hat. 

Nimmt man dec Symmetrie wegen die beiden auf den 
Koordinatenaxen liegendeo Wendepunkte in gleichen Abständen 
vom "Ursprung, ihre Verbindungslinie also z. B. in der Form 

x -hy ~ a ~0 , 
so muss der eine ^.-Bestandteil der gesuchten Kurve die linke 
Seite dieser Gleichung im Kubus, der zweite ^.-Bestandteil die 
Faktoren w, y und w haben, also ist 

{x + y—af + haeyia = 
die gesuchte Kurve. 

Beispiel VI. Die Gleichung einer cirkularen Kurve 
III. Ordnung (s. S. 97), welche im Ursprung einen Bück- 
kehrpunkt mit a;=0 ala Tangente und die Gerade 
a; — y=^ — Va ^'^ reelle Asymptote hat, soll beatinimt 
werden. 

Das Aggregat der Glieder dritten Grades muss sein: 
= (at'' + y*){ic — y) =a?—x^y + xy^~y'' ; 
sämtliche Glieder der Hypotenuse im analytischen Dreieck sind 
also besetzt. Ferner muss die Rflckkehrparabel aa? — i/"— die 
die (e, e)-Linie sein. Mavkirt man die gewonnenen Glieder im 
analytischen Dreieck, so sieht man sofort, dass die Gleichung 
ausserdem keine Glieder mehr enthalten kann, sie ist also: 

(ic^ + y^){x — y) -f- ai»? = , 
und giebt mit der Asymptote w~^y = ^^l^ kombinirt als Äsym- 
ptoten-Sehnittpunktsgleichung : 

{*) O.j^-2(a-l)a;^ + ic + V4 = i 
woraus man zur Bestimmung von a 

«—1 = , also: a = l 
erhält; somit ist: 

(flc^ -I- y^) (i» — 1/) + O!^ = 
die gesuchte Kurve. Gleichui^ (*) giebt x= — ^4 ^'^ Äbseisse 
des dritten Schnittpunkts der Kurve und der Asymptote. (",-,,■,. ,1,. 



tJmgekelirte Kurvendiskussion : Beispiele V, VI und VII. 1S3 

Beispiel VII. Das Bild der Kurve in Fig. 45 S. 72 
werde so abgeändert, dasa die Kurve im Punkt (~ < i] 
einen ROckkehrpunkt mit der ersten Mediane als Riick- 
kebrtangente habe. Im Wesentlichen soll aber die Ge- 
stalt der Kurve, ihre Symmetrie zur ersten Mediane Htid 
ihre Ordnung dieselbe bleiben. "Was ist alsdann die 
Gleichung der Kurve? 

Das analytische Polygon der Kurve muss jedenfalls die 
Geraden AB und AG in Fig. 44 zu (ro, ro)-Linien haben, die 
drei Glieder aiV , — Jc' und — if müssen also, wie in Gleich- 
ung (1) S. 71 und zwar mit demselben Koefficienten behaftet, 
also in der Form ax^^ — atc^ — ay^ in der gesuchten Gleichung 
vorkommen. 

Da der Ursprung jetzt nur noch ein gewöhnlicher einfacher 
Kurvenpunkt mit der Tangente iC-|-i/ = sein kann, so muss 
e{x + p) das Aggregat der niedersten Glieder sein. Die Gerade 
der quadratischen Glieder muss jedenfalls auch besetzt sein, da 
sonst ic + y = Wendetangente im Ursprung würde, ausserdem 
kann die Gleichung dann noch die Glieder a;^ und a^^ enthalten, 
sie muss also mit Berücksichtigung der Symmetrie zur ersten Me- 
diane im Allgemeinen von der Form sein; 

awh/^ — as^+hx^y -{-bcey^ — aj^-\- cx^+ dwy + CT/'^-i- cx + ey^O ; 
Diese giebt mit ^=x 

x[_aä^ — 2(« — b)w^-i- (2c + d)as + 2e'] = (i 
und sollte gemäss der gestellten Bedingung ausser der Wurzel 
die Wurzel '4 ^-Is dreifache Wurzel, somit 

x(2,x — l)ä = x{Sa^ — 12^;' + 6^ — 1 ) = 
geben. Durch Koelficientenvergleichung erhält man: 



6 ^=2 

j. ; woraus : -j ^ _ q ) „ 






1) c oder d bleibt unbestimmt; man nehme daher, um die Gleichung 
glichst zu vereinfachen, g:=0 an. 
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134 I 8. — Fig. 63 und 64. 

8^>^— 8»^ + 2a;V + 2^*— 8j/' + 6a;y— Va {a; + y) = 
die gesuchte Gleichung. 

Beispiel Vlll. Die Gleichung der in Figur 63 ge- 
zeichneten Kurve soll bestimmt werden. 

Mit y = musa man als Doppelwurzel , 1 und 4 als 
einfache Wurzein erhalten, also ist die (e, 0)-Linie des analyti- 
schen Polygons gegeben durch 

= flic" {x — 1) (a! — 4) = «ic* — SojK^ + ia^^ ; 
A D F 

nait iB = muss man ferner als Doppelwurzel, — 1 und -v- 1 
als einfache Wurzeln erhalten, also ist die {0, e)-Lime gegeben durch 

0=%%-l)(y + l) = 6y* 
G 





Legt man die Glieder A, S, F, C, G aufs analytische Drei- 
eck {s. Fig. 64), so erkennt man, dass b = ia sein muss, da- 
mit i^C? als (e,e)-Linie das Medianenpaar as^ — y^^O giebt. Da 
ferner die Kurve symmetrisch sa y = ist, also nur gerade Po- 
tenzen von y enthalten kann, so können ausserdem nur noch die 
Glieder 

icV und xy^ 



in der Gleichung vorhanden sein; dieselbe ist also, wenn man 
a=l setzt, von der Form: 



A B 

(1) x^ 4- cwSf 



D 



+ ix^ — 4)/^ ==: 
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Umgekehrte Kuryendiskussion: Beispiel VIII. 135 

Da endlieh gemäss Figur 63 der PmiM (2, 2) ein Kulmi- 
nationspunkt in Beziehung auf die x-AiB ist, so muss Gleichung 
(1) mit y = 2 für a; die Doppelwurzel 2 ergeben. Mit i/ = 2 
giebt Gleichung (1) 

a:* — 5x^ + (4c -i- i)a?+ idx + 48 = ; 
also hat man nach bekanntem Divisions-Algorithmus: 



1 


— 5 ie + i 


U 


48 


2 : 


—3 4o— 2 
— 1 ie-i 


Se + id- 4 


[l6o + 8ii + 40 = 


2 1 


J16« + 4<J-12 = 0| 











und somit zur Bestimmung von c und d: 

j2fl + d = -5) ( c= 41 

{ . , « }) woraus: { ,„ l ■ 

\ic + d=:^ 3|' (d = — 13) 

Also ist die gesuchte Kurvengleichung; 
oder: 
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Anhang. 



Analytisch-geometrische Principien. 

Ä. Das Koordinatenprincip. 

In der analytischen Geometrie, wie sie von Descartes im 
Jahre 1637 gesehaifen worden ist, bildet die Bestimmung eines 
Punkts in der Ebene durch rechtwinklige {oder schiefwink- 
lige) Koordinaten x und y die principielle Grundlage. 

Das Koordinatensystem ist in dieser Schrift stets so gelegt. 



. 65 zeigt: 



x-Axe 



echts, 



-+x 



i'Äxe nach 
vorne, so dass der positive 
Drehungssinn, gemäss dem 
die -hx-Axe durch Dreh- 
ung um 90° in die 4-)/-Axe 
gebracht wird [{{e,y) — 90% 
im Sinn des Zeigers einer Uhr 
geht. Die 4 Quadranten sind 
dann, wie in der Eigur ange- 
geben, als I., IL, III. und IV, 
Quadrant zu beziffern. 
+ ^ Ein Punkt mit den Koordi- 

naten X und y wird kurz bezeichnet als Punkt ((e,y), wobei die 
Abscisse JB als erste Koordinate, der Ordinate y als der zweiten 
Koordinate vorangestellt wird. Dagegen ist die Ordinatenaxe 
als erste Axe zu bezeichnen, da die erste Koordinate die Ent- 
fernung von derselben misst; entsprechend die Abscissenaxe 



A. Koordinatenprincip, — B. Prinäp d. geometr. Deutung. 137 
als zweite Äxe. Man hat dann: Ist die ^^^[g} Koordinate 
eines Punktes gleich Nnll, so liegt der Punkt auf der ^^^("^„i Axe. 
Näheres s. auch unter E, S. 144. 

Die Anzahl (Mannigfaltigkeit) der Punkte {x,y) in 
der Ebene ist gc^; denn x sowohl als y können ocMele Werte 
annehmen und jedes x giebt mit jedem y zusammengenommen 
Einen Punkt der Ebene. Besteht aber zwischen w und y irgend 
welche durch eine Gleichung ausgedrückte Beziehung, so erhält 
man den Satz am Anfang des nächsten Abschnittes B. 



B. Eine Gleichung zwisclien zwei Veränderliclien. 

(Princlf cLer geometrieolien Deutung,] 

Eine zwischen den Koordinaten x und y eines ver- 
änderlichen Punktes bestehende Gleichung 

(1) My)-0 , 

wo /(ic,i/) eine beliebige stetige Punktion der Veränder- 
lichen ist, stellt wegen der Willkürlichkeit Einer der 
Veränderlichen eine (j:Mteike stetig aufeinanderfolgen- 
der Funhte dar, d. h. eine Kurve als Inbegriff ihr^r 
sämtlichen Punkte, als geometrischen Ort eines Punktes. 
Die Gleichung (1) heisst die Gleichung der Kurve. 
Wean f{x,y) eine ganze, rationale, algebraische Punktion 
ist, was iü dieser Schrift für alle in Betracht kommenden 
Funktionen vorausgeselat sein soll, so heisst der Grad der 
Kurvengleichung in x und y die Ordnung der Kurve. 

Eine zwischen x und y bestehende Relation, wie die Gleich- 
ung (1), greift also aus den oo^vielen Punkten der Ebene ooViele 
stetig aufeinanderfolgende Punkte heraus. 

Lässt sieh die Funktion m'" Ordnung in ein Pro- 
dukt zweier oder mehrerer Funktionen zerlegen, d. h. 
ist die Kurve 

f[x,y) = (p{x,y).tpix,y) = , 
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138 B. Prinoip der geometrischen Deutung. 

WO a-i- ß-+- = n und WO der als Suffis ^) angesehrieliene 

Buchstabe die Ordnung der betreffenden Punktion aogiebt, so 
zerfällt die Kurve in eine Reihe von Kurven niedrigerer 
Ordnung 

cp(^,y) = , i/'(iB,y) = , , 

welche zusammen eine reduktiile Kurve m"" Ordnung 
bilden; ist dies nicht der Fall, so heisst die Kurve eine 
irreduTitible Kurve «""■ Ordnung. 

Der einfachste allgemeine Fall des obigen Satzes ist: 
• Die allgemeinste lineare Gleichung in x and y 

stellt die z^^vielen Punkte einer Geraden, d. h. eine Gerade 
als Punktreihe, kurz eine Gerade in der Ebene dar. — 
Eine Gerade ist also eine Kurve I. Ordnung. 

Hierher gehört auch noch die Deutung einer Gleichung 
mit Einer Veränderlichen in der Ebene oder im zwei- 
dimensionalen Gebiet. Eine systematische tlrklärung hierüber 
kann erst nach Einfühlung der homogenen Koordinaten gegeben 
werden, vergl. E, S. 145^). — Im eindimensionalen Gebiet hat man: 

Auf der Geraden oder im eindimenaionalen Ge- 
biet stellt eine Gleichung «''"Grades mit Einer Ver- 
änderlichen 

/W = o 

n Punkte der Geraden dar, deren Abscissen, von einem 

1) Im Gegeosata zum Index , der gewöhnlich rechts unten sm den 
Buchstaben, zu dem er gehört, angeschrieben wird, soll ein nach Art des 
griechiachen i suh&eriptwm genan unter ein Funktionszeiohen gesetzter Buch- 
stabe als Suffix bezeichnet werden und stets den Grad der Funktion in 
den Veränderlichen anzeigen. Im Laufe einer Untersuchung wird das Suffix 
nach Bedürfnis weggela,asen, vergl. z. B. S. 143. 

ä) G als abkürzendes Symbol für Ax + By-i- C, so dass die Gerade 
Äx-i-By+C='i kurz durch ö = gegeben ist. Ebenso wird eine Kurve 
f{x,y)^0 zur Abkürzung mit/'=0 bezeichnet. Das auch schon weiter 
oben gebrancbte Zeichen = bedeutet , identisch gleich-. 

ä) Ebenso ist die Deutung einer in x und y homogenen Gleichoug 
des Zusammenhangs halber ebendaselbst gegeben. 
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C. Princip der Simultanität. 139 

festen Nullpunkt auf ihr gereeliuet, durch die n Wur- 
zeln der Gleichung gegehen sind. 



C. Simultanes System zweier Kurvengleichungen. 

(FrLnolp äer Simultanität.) 

Das simultane System zweier Kurven m"" und 
n'°' Ordnung 

stellt eine diskrete Keihe von Punkten, nämlich die 
m.n ffemeinscha/tlichen Punkte ieider Kurven'^) 
dar. Diese Punkte seien kurz bezeichnet als die 

In der Anzahl m.n sind die (»fernen und die imaginären 
Schnittpunkte inbegriffen, die mehrfachen Selmittpunkte mehr- 
fach gezählt, — In analytisch-geometrischer Beziehung lässt sich 
der Satz auch so aussprechen: 

Zwei Kurven m'" und n"' Ordnung schneiden sich 

in m.n Punkten, 
während er in algebraischer Fassung laut«t: 

Das simultane System zweier Gleichungen 

m"" und ii'" Grades mit 2 Unbekannten besitzt 

m.n Wertepaare der Uniehannten. 



1) Das Eliminationsreaaltat von | aus beiden Tfurvengleichungen, oder 

(a: 
wie es zur Abkürzung heiaeen möge, das { Elimnat ist, wie in der Deter- 

minantentheorie gezeigt wird, eine Gleichung mtC" Grades in j ^ anr Be- 



soll dadurch, dass es nwiseien { i eingeschlossen ist, stets als ein simul- 
tanes System eharakterieirt sein. Es dörfte sich empfehlen, eine derartige 
einheitliche Bezeichnung in der ganzen Mathematik durchzuführen. Eine nur 
einseitig angebrachte Klammer soll andeuten, dass die betreffenden Gleichungen 
in irgend welcher Beziehung als zusammengehörig zu betrachten sind. 
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140 C, Princip dei Simultanitat. 

Specieller Fall: Das sinniltaoe System einer Kurve 
n'" Ordnung und einer Geraden 

!/-/(-=') =»1 ,„„ K-«j 

stellt n Punkte als Schnittpunkte der Kurve und der Geraden 
dar; oder anders ausgedrückt: 

Eine Kurve n"" Ordnung wird von einer Ge- 
raden in n Punkten geschnitten, 
womit ausgesprochen, dass die analytische Einteilung der alge- 
braischen Kurven nach dem Grad ihrer Gleichungen sich deckt 
mit der geometrischen Einteilung nach der Anzahl ihrer 
Schnittpunkte mit einer Geraden. 

Einfachster (allgemeiner) Fall: Das simultane System 
zweier Geraden 

stellt Einen Punkt als Schnittpunkt der beiden Geraden dar, 

D, System dreier Rurvengleichungen. 

(Fri&cip der Besultante.) 
Drei Kurvengleichungen 

!*(«.!/) = « 

sind im Allgemeinen nicht simultan, denn ein Wertepaar w,y , 
das zweien der Gleichungen genügt, d. h. ein Schnittpuniit zweier 
der Kurven, wird im Allgemeinen die dritte Gleichung nicht be- 
friedigen. Ist dies aber der Fall, so erhält man durch Substitu- 
tion dieses Wertepaars in die dritte Gleichung d. h. durch 
Elimination von x und y aus allen drei Gleichungen 
ein nur die Koefficienten enthaltendes Eliminationsresuitat, das 
x,y'Kliminat; also: 

Das ic,y-IEliminat dreier Kurvengleichungen 
spricht die Bedingung aus, dass die drei Gleichungen 
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D. Ptincip der E«sultiinte. 



141 



e mein sc haftlich es Wertepaar, d. h, die drei Kurven 
gemeinscbaftlichen Punkt haben, oder — stellt 
die Simultanitätsbedinpung der drei Gleicliutigen dar. 
Das von Null losgetrennte Eliminat heisst Resultante 
der drei Gleichungen, 

Z. B.; Drei Geradengleiehungen 

I G^ = Ä^x + B^y+ 0^ = 

( Ö3 = ^=^ + B^y + C3 = 

sind simultan, d. h. die 3 Geraden gehen durch Einen Punkt, 



A A <^i 

Im eindimensionalen Gebiet (auf der Geraden) lautet der 
entsprechende Satz folgenderniassen (vgl, auch S. 138 unten): 
Das X'EUminat zweier Gleichungen 

(/C«) = o 

mit Einer Veränderlichen spricht die Bedingung aus, 
dass die zwei Gleichungen eine genaeinschaftliche 
Wurzel, d. h. die beiden Punktesysteme auf der Geraden 
einen gemeioschaftlichen Punkt haben, oder — stellt 
die Simultanilätshedingung der zwei Gleichungen dar. 
Das von Null losgetrennte Eliminat heisst Resultant« 
der zwei Gleichungen. 

Beispiel^). Eür zwei quadratische Gleichungen 

Iaa? + bx -i- c =0 
ax" -v-b'x + c' ^a 
giebt der erste Matricensatz der Determinanten (vergl. meine 
Determinantentheorie) : 
«•:»:l = M:K):K) . 

1) ÜlMr andere Methoden der Eesultantenbildnng , insbesondere auch 
fQr höhere Gleichungen vergl. die Lehrbücher der Determinantentheorie. 
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142 E. Princip der Homogenität. 

Aus den beiden ersten bezw. letzten GJiedern der Proportion folgt: 

also ist: 



oder : (ab' (öc') ~ [ea'y = 



(6^) _ [ca') 

(m') - (oft') 

das ic-Eliminat der beiden qnadratischen Gleichnngen, 
dessen linke Seite deren Resultante; ist die vorstehende Be- 
dingung erfüllt, so sind die Gleichungen simultan und 
_ Ibd) oaer (e„') 

ist die gemeinschaftliche Wurzel der beiden Gleichungen, 

E. Homogene oder Verhältnis-Koordinaten. 

(Frincip 3er Homagenität.) 
1. Homogenisirung einer algebraischen Gleichung. 

Setzt man in der Gleichung 

einer Kui-ve «'" Ordnung ~ und ^ an Stelle von x und y , so 
geht dieselbe über in 

oder nach Wegschaffang der Brüche durch MultipliltatioQ mit w" 
ifl die Gleichung 

in der jedes Glied in Beziehung auf w, y, und la vom gleichen, 
nämlich vom n'" Grad ist. Eine solche Gleichung heisst eine 
homogene Gleichung der drei Veränderliehen x,y,<ä, was eben 
durch die Wellenlinie über den Teränderlichen angedeutet sein 
möge^). Man nennt to die homogcnisirende Veränderliche. 
Wird in einer homogenen Gleichung w = 1 gesetzt, so geht die- 
selbe wieder in die gewöhnliche (nicht homogene) Gleichung über. 

1) In Praxis wird eine Gleichnng am bequemsten homogen gemacht, 
indem man jedem Glied der Gleichung soviele Paktoren o> beisehreibt, als 
dem Glied zum Grad der Gleichung fehlen. ^ 
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Differential-Eigenscliaft einer Homogenfnnktion. 14S 

2. Charakteristisches Mericmal einer Homogenfunktion. 

Setzt man tx,ty,tiä in der homogenen Funktion /(^jiT«) 
an Stelle von x,y,a>, so erhält man als charakteristisches Merk- 
mal eiaer Homogenfimktion die identische Gleichung 

3. Differential-Eigenscliafl einer hlomogenfunktion. 

Die letzte Gleichung aach ( differentiirt giebt: 
df{tx,..) dtx Sf(tx,..) dty if(tx,..) dia _ „_[ -r— — - 

oder: 

'6f{tx,..) , bf(tx,..) , ^f{tx,..) __ „^1 ,,- -^^ 

woraus mit i = 1 : 

1 Bf a/" , ^f ^ 



:n.f{x,y,,.) 



als Differential-Eigensohaft einer Homogenfunktion, 
als sogen. EuZer'scher Homogensatz sich ergieht. 

Für die Gleichung der Kurve f{x^y^) = kann man da- 
her auch die Differentiaiforni 



Jf 



= 



verwenden. Über drei weitere binomische Differentialformen 
vergleiche die Gleichungen (8), (9) und (10) in § 4, Nr, 6. 

4. I^omogene oder Verhältnis-Koordinaten. 

Für eine homogene Gleichung mögen durch x, y, la die 
homogenen Koordinaten eines Punktes bezeichnet sein, als- 
dann sind ~ I - die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes ^). 



1) Z. B. der Punkt (i/Ü^) ist eoviel als der Punkt (2, Va)- — 'Wirf 
eine Karre f{x,y) = gezeichnet, die Gleichung alsdann mit a homogen 
gemacht, und für » z. B. 2 gesetzt, bo erh&lt man die Kurve in i/a ^^r ur- 
sprünglichen GrGsse, für (u=; Vg erhält man die Kurve in doppeltem Mass- 
stab u. s. w. /-- I 
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144 E. Princip der Homogenität. 

Der Punkt (ß^^ey^ pw) ist vom Punkt {äj^y^'w) nicht verschiedeü, 
bei den homogenen Koordinaten kommt es also nur auf das Ver- 
hältßis x-.y.M an, sie heissen daher auch Verhältnis-Ko- 
ordinaten. 

Ist die erste Koordinate x eines Punktes gleich Null, so sind 
0,y, Cd die homogenen, daher 0,- die gewöhnlichen Koordina- 
ten des Punktes, der auf der y-Axe liegt, somit ist a;=;0 die 
Gleichung dieser Axe; ebenso ist, wenn die zweite Koordinate y 
gleich Null ist, der Punkt («,0,w) oder {-'0| ein Punkt der 
x-Asee, deren Gleichung also .v ~ ist. Wenn endlich die dritte, 
die homogemsirende Koordinate w eines Punktes gleich Null ist, 
80 sind w, y, die homogenen und daher | , ^ oder od , c» 
die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes, der im Unendlichen 
liegt, daher ist durch w = der Inbegriff aller ocferneii Punkte 
der Ebene ausgedrückt. Nun giebt aber die allgemeinste Gleich- 
ung der Geraden in homogener Form 

Ax -i- Bp + Cm =-- 

■nit mi] mi] \izi\ 

der Reihe nach : x = y = ^ «=^0; 

man hat somit die ccfemen Punkte der Ebene als auf einer 
Geraden liegend zu betrachten, welche die oifertie Gerade') 
der Ebene genannt wird; daher: 

x = 1. Kardinalgerade; 

j/ = II. Kurdinalgerade: 

w = III. Kardinalgerade; 



Ordinatenaxe, 
Abscissenaxe, 
(xfeme Gerade; 



und somit: 



lw = o} ^- Kardiiialpunkt: <xfemer Punkt der x~Axe, 

1^ = ^^- Kardinalpunkt: <x>femer Funkt der y-Axe, 

[yZ^l] 'II- Kardinalpunkt: Nullpunkt (Ursprung). 

1) B T= ist also bei Anwendung der homogem n kourdinaten eine 
Abktoang für 0.x•^-0.y + = 0, welche Gleuhung lie aierne Gerade 
in gewahniiehen Koordinaten ausdrücken würde 
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Homogi-np Koordinaten — Kardin \lgpraden und Kardmalpunkti, 145 

Setzt man m dei allgemematen Gleichung dei GteiadeE je 
nur Einen Koefficienten gleich Null, t>o eihalt man 

mit Ä — 0: By+Ca=^(i Gerade durch d. I. Kardznalpunkt^) 
(oder Ge^-ade \\x-Äxe), 

mit B—Oi Cüj -¥■ Ax — Gerade durch d. TL Kardinalpimkt 
(oder Gerade \\y-Axe), 

mit C— 0: Aa)-+By:^0 Gerade durch d. III. Kardinalpunkt 
(oder Nttapufiltsgerade). 

Ferner erhält man als Deutung einer Gleichung, welche io 
zweien der drei Veränderlichen oo,y,o) homogen ist: 

y(^, co)^0 od, yi(i/)t=iO: n Gerade durch d. I. Kardmalpwnht 
(oder M Gerade \\x-Axe), 

(f{w,<o) =0 od. tf{ai) — 0: n Geradedurchd.il. Kardinalpunkt 
" (oder n Gerade \\y-Ä!ee), 

^{x, y) =^ : n Gerade durch d.III.Kardiimlpkt ^) 

(oder n NuUpttMsgerade). 

Ihrer esceptionellen Bedeutung halber bezeidine ich die homogeni- 
sirende Veränderliche gegenüber den geivöhnlichen Veianderlichen a und y mit 
dem ungleichartigen Biichataben to. Man kann dieselbe in einer Gleichung 
weglassen {d. h. == 1 setzen) oder hinzutEgen, wie man will oder wie es 



1) Denn die Gleichung der Geraden ist durch j^Sol befriedigt. Sür 
gewöhnUche Koordinaten lässt Bieh diese und die nä,diate Gleichung in den 
bequemen Formen 

y = const. beaw. a: = const. 
schreiben, dadurch geht aber die Symmetrie dieser Gleichungen im Vergleich 
mit der dritten yerloren. 

^J Denn die Gleitlung 
vCa- y)^flo*'+aiä^ '!/+ +% ,a.J'° '+a^y = 0, kurz: ^=0 , 

wo der CirLumfles nber dem g, die Homogenität andeuten soll, giebt mit y" 
durchdiYidirt eine Gleichung n'" Crades m — ; also hat man, wenn a^, 
02 a die Wurzeln dieser Gleichung sind; 

ipin. v)_a (x — aiy){x — ai/) ....{x — aj/) = ö ; 

jede der gleich Null gesetzten Klammergrüssen stellt aber eine Nullpunkta- 
gerade dar Anilog tür he beiden andern Gleichungen; Tergl. auch den 
Sohluss von B 

Benaohle, PcailB äer KurvenüiekueBion. 10 
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146 B. Princip der Homogeciiät. 

für den jeweiligen Zweck ain bequemsten ist. Der Anfänger gewöhne sich 
daran, auch in einer nicht homogen geschriebenen Gleichung ,das u -cm sehen", 
ebenso wie der Buchetahenreohnm^ Lernende, nm a^ + a in a(a + l) au 
verwandeln u. dergl., sich daran gewöhnen muss, den Faktor 1 zu sehen, 
anch wenn er nicht dasteht. Gewoinlich wird statt des Buchstaben <u der 
Bochstabe e verwendet, was aber aus dem eben angeführten Grund, sowie 
desshalb , weil a — Ü die cofeine Gerside darstellt und diese eine Sonder- 
stellung in der Ebene geniesst, wenig zweckentsprechend sein dürfte, ganz 
abgesehen davon, äass man hei einer Gleichung in a:,y,2 leicht unwill- 
kürlich an eine auf den Baum bezügliche Gleichung denkt. Aber eben jur 
Homogenisirung einer solchen Gleichung braucht man ja doch einen weiteren 
Buchstaben, wofür gewchnlieh t oder w verwendet wird. Nun ist aher kein 
Grund vorhanden, warum man, wenn <b als homogenisirende Veränderliche 
in der Ebene gewählt ist, diesen Buchstaben nicht ebenfalls zur Homogani- 
airuiig einer Pfechengleichung f(x,j/,e) = verwenden sollte, welche da- 
mit in fix^^^^^) = übergeht. Es sind dann !e,y,7pS die homogenen, und 
somit ■n'f;'7\ "^^ 00 , Ol , Gc die gewöhnlichen Koordinaten eines ccfevnen 
Punktes im Baum und daher » ^ die Gleichung der oofemen Eheno. Und 
geht man von der Ebene aus einen Schritt zurück und stellt der Geometrie 
des Eaums oder der dreidimensionalen Geometrie und der Geometrie der 
Ebene oder der zweidimensionalen Geometrie die Geometrie der Geraden 
oder die eindimensionale Geometrie'} voran, was zu einer kürzer werdenden 
Darstellung sowie zu leichterem Verständnis der analytischen Geometrie bei- 
trägt, so hat man in der Geometde der Geraden Gleichungen mit Einer 
gewöhnlichen) Veßnderlichen zu betrachten, während man in der Geometrie 
der Ebene und des Baums Gleichungen mit Zwei, beaw. Drei gewöhn- 
lichen) Veränderlichen zu untersuchen hat. In der Geometrie der Geraden 
stellt eine Gleichung f(x) = mit Einer Veränderlichen n Punkte der Ge- 
raden dar (vorgl. unter B). Eine solche Gleichung, ebenfalls mit «> homogen 
gemacht, geht in f(aia) = über. Es sind dann x, die homogenen Ko- 
ordinaten und somit ist -=- oder t» die gewöhnliche Koordinate des ccfemen 
Punkts der Geraden und daher oi = die Gleichung des cefemen Punkts 
der Geraden; also: In der Geometrie der Geraden, der Ebene und 
des Baumes stellt » = je das oeferne Gebilde dar, nämlich 
bezw. den oofernen PunJct, die ooferne G-eraäe, die oeferne Ebene, 
wodurch eine vollständige Übereinstimniung mit den Gleichungen x = 0, 
y = und 2=^0 erreicht wird; denn es stellt z, B. ie=0 ganz analog den 
ersten Kardinal^)«»!*;* der Geraden, die erste Kardinalgeraae 
der Ebene, die erste Kardinaleftene im Baum dar. 



1) Vei^L auch Baltser, analytische Geometrie, Leipzig 1882, 
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Die homogenisirende Veianderliche m, — Tangente einer Kurve. 147 

Die Einführuiig der homogeüeo Koordinaten ist in drei- 
facher Beziehung von Bedeutung. Erstens: Sie bringen Sy- 
stem und Symmetrie in die analytisch-geometrischen 
Betrachtungen, wie schon aus den vorangehenden Entwick- 
lungen, sowie aus verschiedenen Stellen im Hauptteil dieser Schrift 
hervorgeht (vergleiche z. B. § 4, Nr. 1). Zweitens: Das aufs 
unendliche sich Beziehende erhält man in sehr ein- 
facher Weise aus der homogenen Kurvengleichung 
mit Hilfe der Gleichung « = der ccfernen Geraden 
(vergl. § 4, Nr. 2 und § 7). Drittens: Auf die homogenen 
Gleichungen lässt sich der EwZer'sche Homogensatz 
anwenden, wodurch wesentliche Vereinfachungen 
und grössere Symmetrie erzielt werden; hierüber geben 
die zwei folgenden Anwendungen dieses Satzes näheren Aufschluss. 

a. Gleichung der Tangente einer Kurve. 

Sind JT, Y die laufenden Koordinaten, so ist für eine be- 
liebige Kurve 

(1) f{X,Y) = 

die Tan I nie an Punkt ( y) ils Veibindunghliiiie dieses 
Punktes mit dim crnahen Punkt (c 4- rfa. i/-t-rf/) §,egeben 
dmi,h folgende Gleichung (2) m Detei mmantenform ) 

') Zanfechst lantet die Iritte Horizontalreilie der Determinante 
T + J y + dy 1 
duich Subtr'iktion der Elenente der zweiton Honzontali ihe von len Ele 
mpnten ler vorstel enden Reihe erhalt min die Gleichang (2) Werden in 
Gleichnng ("j die Elemente der zweiten Horizontalreihe von denen der ersten 
'nbtrahitt, so geht aie über in 



X-y 



dy 



r-y I 



woraus direkt {2') nich ablesen lässt. Diese TJmformnng der Gleichung (2) 
in die Gleichung (2') kann hei einiger Übung im Determinantenrechnen 
leicht im Kopfe angefahrt werden. 
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JC Y 1 




(2) 




a: y 1 


= 


oder; 




\ äx dy 





Ans der Determinaotenform (2) liest man ab, dass die 
Tangente die Verbindungslitiie des Punkts (x^^'i) mit dem 
Punkt (rfi^^fTO) ist; also sind (^c^^, 0) die homogenen 
Koordinaten des ocfemen Punktes der Tangente. 

Da (a;,3/) ein Punkt der Kurve (1) ist, so ist; 

woraus durch Differentiation: 



Hieraus und aus (2') ergiebt sieh sofort als dritte Form der 
Tangentengleichung: 

(2") (J;-.)g + (Y-!,)| = . 

Legt man die Gleichung der Kurve in homogener Eorm zu 
Grunde, so ist für einen Punkt {x, y, oj) der Kurve gemäss S. 143 
üf 

Hieraus und aus (2") ei-giebt sich die vierte, homogene Form 
der Taugentengleichung'): 

welche in jedem speciellen Fall die Gleichung^) der 
Tangente ftlr eine gegebene Kurve am raschesten 



1) Zunächst erhalt man durch Addition der beiden letaten Gleichungen 

xf + rl^ + .Ä.o , 

Sa; By 801 

setzt man hierin 01 = 1 und macht alsdann wieder homogen mit il, so er- 
hält man die Gleichung (2'"), 

*) Überdies hat man nach Bildung der drei Differentialquotienten 
eine Probe für deren Richtigkeit gem&as dem Homogenaatz (vgL S. 1.2^ oben). . 
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Knd zwar direkt in der einfachsten Form liefert, 
während die nach Gleichung (2") gebildete Tangente erst noch 
mit Hilfe der Gleiebnng der Kurve auf ihre einfachste Form ge- 
bracht werden muss. 

Für die Kurve x'^ + y^- — x = z. B. erhält man im Kopfe ie- 
rechnet (vergl. auch die drei Differentialciuotieiiten auf S. 124 oben) gemäss 
(2'") als Tangente in Punkt (STsv^, wenn iijan fl und a gleich 1 setzt, 
anmittelbar: 

■während man nach Gleichung i'i") die wesentlich umständlichere Bcohnung 
hätte: 

{2xy — 1) (X— X) + {*^-l- 23;) (r— y) = (i oder 
{2»^ -l)X+{x^ + 2y) r = 2a;V — x + a^ + 2y^ 

= 3a^ + 2^^ — a: od. gemäss a.GI.a.Kurve: 



b. Diakriminante einer Gleiehimg mit Einer Unbekannten. 

Um eine möglichst genetische Entwicklung des Diskrimi- 
nantenhegriffes zu erhalten, geht man am besten aus von der 
allgemeinsteu quadratischen Gleichung 

ax^ + 2ix H- c = , 
deren Wurzeln x, und x^ durch 

ffii 1 _ — ft ±VW^c __ — & + V^"* 
»2 1 ~ a " a ' 

gegeben sind. Ist 

S* = ac — i^^ r I =:0 , 

I 6 c \ 

so wird ü?! — a^a, d. h. die beiden Wurzeln der Gleichung 
fallen in Rine zusammen. Man stellt daher allgemein auf: 

Definition der Diskrimlnante. Diejenige Verbin- 
dung (Funktion) der Koefficienten einer beliebigen 
Gleichung mit Einer Unbekannten, deren Verschwin- 
den auadrückt, da,ss die Gleichung zwei zusammen- 
fallende Wurzeln d. h. eine Doppelwnrzel hat, heisst 
Dislcriminante der Gleichung. 
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150 E. Prinoip der Homogenität. 

Hat daher die allgemeinste G-leichung li"" Grades in x 
f(a))^aX + «13^°^'+ + a^_^w + a^= 

eine Doppelwurzel «, so ist [x — a) ein Doppelfaiitor von 
f{x), also: 

woraus durch Differentiation nach x {mit Weglassung der Suffise 
s. Anm. 1 S. 138): 

f'(ai) = 2(a:—a).q){a;) + (je — af. <f:{w) . 
Mit a: = a erhält man aus den beiden letzten Gleichungen 
für eine Doppelwurzel a der Gleichung f{as) = das simultane 
System : 

l/(«)-o| • 

das «-Eliminat dieser Gleichungen drückt daher die Bedingung 
aus, welche zwischen den Koefficienten der gegebenen Gleichung 
bestehen muss, wenn diese eine Doppelwurzel haben soll; also: 



Die 
wenn das 


Hlei 
iSjs 


cliung 
tem 




liat 
} 


ein 


e Doppelwui 


rzel, 


simultan ist 


.; das 


a!-Eliminal 


dies 


ies 


Systems g 


iebt 



die Bedingung einer Doppelwurzel in Funktion der 
Koefficienten der gegebenen Gleichung. Die linke 
Seite dieses EHminats ist die Diskriminante der 
Gleichung /(a;) = 0, sie ist die Resultante (vergl, S. 141) 
der Gleichungen /(ic) = und f'{)x)^0 . 

Eine Doppelwurzel der Gleichung f(x)^Q ist zu- 
gleich Wurzel ihrer derivirten Gleichung f(x) = 
oder gemeinschaftliehe Wurzel von/(ie) = unA /'(a-) = 
und kann als solche berechnet werden (vergl. Beisp. S. 141). 

Bei dieser Bestimmung der Diskriminante einer Gleichung 
n"" Grades hat man x zu eliminiren aus zwei Gleichungen vom 
n"" und {n — 1)'" Grad; mittels des Homogensatzes Jässt sich 
aber die Berechnung der Diskriminante auf die Elimination aus 
zwei Gleichungen (« — 1)""' Grades reduciren, was abgesehen von 
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der Vereinfachimg durch die Grad-Erniedrigung auch den Vorteil 
hat, dass die Bliniination von w aus zwei gleichgradigen Gleichun- 
gen sich wesentlich symmetrischer gestaltet als die Elimination 
aus zwei Gleichungen von ungleichem Grad. 

Bringt man nämlich die Gleichmig auf die homogene Form 

/(a',w) = «ga;''+ a,«""'« + +a^_,a^w°~'+ «^0)° = , 

so lässt sich dieselhe nach dem Homogensatz auch schreiben: 

hieraus und aus der ohigen Doppelwurzelbedingung folgt, da für 
w = l die DifFerentialquotienten ^ xmä f'{w) identisch sind, die 
weitere Bediögungsgleichung 

welche vom (n — 1)"" Grad in w ist und an Stelle von /(ic) = 
zur Elimination verwendet werden kann; also: 

Die Gleichung /(ic) = oder /(^') = 

hat eine Doppelwurzel für ic, wenn das System 

" (.=1) 

|| = o| 

simultan ist; das ic-Eliminat dieses Systems gieht 
die Bedingung einer Doppelwurzel (die Diskrimi- 
nante) in Punktion der Koefficienten der gegebenen 
Gleichung. 

Beispiele, a) Die allgemeinste qiiacltatische Gleichung 
f{iB) = eafi + ^bx + c = oder f{i7S) ^ax^+ 2ix<o+ ceP = 
hat eine Doppclwurzel, wenn 

oder (*) 
^^^2^ + 20 
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152 B, Princip der Homogenität. 

als Doppelwurzelbcdingung wie ol]en sich ergicU; 
man unter dieser Bedingung aus (*) 



ale DoppeSwurzel der quadratischen Gleichung, 

b) Die allgemeinste fenWsclie Gleiehung 

f{!c) —aa^-hiafi 4- ck +ä 
oder : f(x~~<i') = OK' + hx^o, + cxa,^ + d«? 

hat eine Doppelwurzel , wenn 






.0 



woraus zunächst (vergl, das Beispiel S. 141) ; 

a:3:a;:l = 2(36i — ca); (M ~ & ad) : 2{dae - b^j . 
und damit: 

4(3ac — 6a)(3M — c«) — (6e — 9a.J)2= , 
oder in ausmultiplidrter Form nach Dividon mit (—3): 

27a3ds + 4ac= + 4db^ — b^c^ — ISabcd = 
als Doppelwurzelbedingung für die kuhi'iche Gleichung ?Rh ergieht. 
Aus der dreigliedrigen Proportion erhilt man, wenn die vorstehende Be- 
dingung erfüllt ist, als Doppel wurzel der UleKhung 
_ 2(3M-c^ ) oaer t>c—^a d 
^^ U—^aA ^ 2(3ac-i>s) 

Bei der Wichtigkeit des Diskriminantenbegriffs 
für die ganze Mathematik dürfte neben der reinen analyti- 
schen Herleitung des obigen Satzes (S. 150) auch noch die geo- 
metrisch-analytische Entwicklung am Platze sein. 

Für die allgemeine paraholische Kurve «'" Ordnung^) 
p=/{x)^af,ai''-ha^x"''+ + a^-,x + a„ , 

J) Die Gleichung einer solchen Kurve (vgl, auch Beispiel 9 in § 5), 
aufs analytische Dreieck gelegt, giebt die binomische Parabel 

y — 0(^" homogen; ^fl,"-i= a,,»;" 
als eine gegen die Ecke II des analjtiaehen Dreiecks gekehrte (ra, aj-Linie 
zu erkennen] die Eurve hat also im zweiten Kardinalpunkt einen apeciellst- 
sinsfulären Punkt mit dem Symbol [»—l.n], d.h. einen (ra —l)-fachen 
Punkt, welcher (w^l) mit dar oofernen Geraden zusaramenfallande Tan- 
genten hat. Desshalb schneidet jede Parallele zur y-Axe die Kurve .nur 
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für welche einer ihrer Kulminationspunkte in Beziehung auf die 
w-Axe auf dieser Ase Hegt, ist in den Punkten wie ^j, A^ 

in den Punkten wie B^B^ 

in einem Punkt wie C, welcher einer 
Doppelwurzel der Gleichung 

entspricht, ist daher wie ohen: 




F. Lineare Kombination zweier Kurvengleichungen. 

(Frincip der linearen Kombination.] 

Auf dem für die ganze analytische Geometrie fruchtreichen 
Princip der lineavh Kombination oder auf dem X-Frincip, 
wie es der Kürze wegen benannt sein soll, beruht in Verbindung 
mit dem m-Princip (s, S, 1) und dem Princip der verschiedenen 



einmal im Endlichen, was die Gleichung auch direkt zeigt, da an jedem 
endlichen Wert von x nnr Ein endlicher Wert von y gehört; die Ordinaten- 
ase wird im Pnrkt (0, On) geschnitten. Die Kurve kommt wie eine bino- 
mische Parabel (vgl, die Figuren 14 bis 17 auf S. S2) im ersten Quadranten 
aus dem Unendlichen herein und geht für < „„^„^a Werte von n im 
i dritten '5''^'^'"™'®'' wieder in's Unendliche hinaus. Die Kurve schneidet 
die x-kie in denjenigen n Punkten (die imaginären mitgezählt), deren 
Abscissen Wurzeln der Gleichung f{x) = sind. Bei der Bestimmung 
der ersten Diskriminantenpunkte (s, S. 60) findet man, dass die Kurve im 
lllgemoinen (n— 1) Kulminationspunkte in Beziehung auf die iC-Äse hat, 
zwischen je zwei Kulminationen mnss ein Wendepunkt sich befinden, deren 
es daher (»i — 1) sind, wie auch die Bestimmung der ifesse'schen Kurve 



(Tergl. S. 123 und Anm. I, S. 124) zeigt, für welche r 



erhält; denn — ^ ^ stellt n Gerade parallel zur y-Axe dar. 



(fa2- 
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154 1. Prineip der iineaien Kombination (i-Princip). 

Formen (s. S. 14) die Kurven- Diskussionsmethode dieser Schrift. 
Die wichtigsten Sätze über das A-Princip sollen daher im Folgen- 
den zusammengestellt werden, dahei sind (vergi. Aiim. 2 S, 138) 
/=0, (7 = 0, / = 0, A = 0; (f — 0, \p~0 die abgekürzt 
geschriehenen Gleichungen von Kurven, = 0, G' = Gleich- 
ungen von Geraden, endlich ist X eine beliebige Konstaote. 
Erster Hauptsatz. Sind 
/=0 und g = 
zwei Kurven n'" Ordnung, so 
stellt die durch lineare Kom- 
bination beider Gleichungen / \ "^z+a^sO 
gebildete Gleichung 

/+A^ = 9 = 

eine Kurve n'" Ordnung dar, welche durch die n^ Schnitt- 
punkte beider Kurven geht; kurz: 




f+Xg = (i Kurve durch die Punkte 



(/ = 0I 



Denn ein Punkt (a.y), welcher f=0 nnä g = befriedigt, d. h. ein Scinitt- 
pnnkt 'beider Enrven, genügt auch der Gleichung f+lg = 0, d. h, liegt 
auf der Kurve f+Xg = 0^). 

Ausser den n^ Punkteo hat die Kurve / + ^^ = gemäss 
dem Satz 8. 139) weder mit /=0 noch mit ^ = weitere Punkte 
gemein. Sind aber die beiden gegebenen Gleichungen von ver- 
schiedener Ordnung, so hat man, um alle Schnittpunkte nach 
dem A-Princip abzulesen, die Gleichung homogen zu machen; 
z. B.: Die Kurve 

/-H Xff=0 homogen: f-i-kg.m^d 

geht durch die Punkte I _ „ I , d. h. durch die Punkte 

{ -0 I ^^^ I -Ol' ^^^*^ ausser durch die Schnittpunkte 



1) Diese Tind die folgenden Figuren sind rein sehematisoli; was in 
der Figur für Einen Schnittpunkt ang^ehen, gilt für alle Schnittpunkte 
heidei Kurven; das Koordinatensystem ist dabei heliehig hinzudenken. 

3) Einfachstes allgemeines Beispiel: + IG' ^ Gerade durch 
den Punkt { a'^o} • 
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der beiden gegebenen Kurven, auch durch die ocfernen 
Punkte der Kurve /=0 {vergl. S. 28). 

Ist irgoud eine zu untersuchende Kurve auf die Foitü 
/+Jly = gebracht, so heisae diese eine Jl-Forin der Kurve; 
die beiden Kurven /=0 und ^ = sollen A-Hilfsknrren ge- 
nannt werden, da sie mittels des A-Princips Punkte der ge- 
suchten Kurve liefern. 

Für die Kunren-Diskussionsmethode in dieser Schrift ist der 
obige Satz namentlich in der folgenden Fassung von Wichtigkeit: 

Das Abzäliluiigstlieorem des ;i-Princip8 ^). Ist ge- 
geben die K«rve {m + n)"" Ordnung 

f.g + l(f.'ip = {M + » = B-h^ + } , 

so liegen auf der A-Hilfakurve /=0 diejenigen und 

nur diejenigen Punkte der Kurve f.g + Xif.-ip = 0, 

in welchen /=0 von if.\p :=0, d, h. von <p = 0, 

1^ = 0, geschnitten wird; 

denn dies giebt 1HO + w^ + = in{a + ß + ) = m(m + w) Sotaitt- 

punkte zwischen /'=0 und fg + l-p-p = 0, wie es sein muss. — Z, B. 

für die Kurve 

folgt; Auf ^ - liegen diejenigen und nur diejenigen Punlito dor Kurve, 
in welchen i/ ^ von [a — 1) a; [iE + 1) = 0, d. h. von le ~ 1 ^ 0, x = 
mid«+ 1 = Ogeschnitten wird; somit diePiinkte (+1,0), (0,0) u. (— 1,0). 

Zweimalige Anwendung des Hauptsatzes giebt (s. Eig. 68): 
Die Kmve/+A^/=0 geht durch die Punkte { ^^ Jj u. I (" J j- 
Lässt man nun die Kurve ^' = der Kurve *; = immer mehr 
sieh nähern und schliesslich mit derselben zusammenfallen, so 
erhält naan, wie der Vergleich der Figuren 68 und 69 zeigt, 
gemäss dem Tangentialbegriff: 



1) Der Sata möge diesen Namen erhalten, da man mittels desselben 
dureli Älraählnng finden kann, wie viel Punkte einer Kurve, welche in einer 
A-Porm vorliegt, auf einer i-Hilfskurve liegen. Analoge Schlösse kann man 

ancli in BeMehm^ auf die Jl-Hilfskurven g=0, ^ = 0, ip = machen. 

iBt m + jt=|=B + |S , so hat man die Gleichung wieder liomogen zu 

machen. 
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